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DES PERTURBATIONS DES PETITES PLANETES. 1 77 

rfx I /ar cos'y 3ke , . \ „ ,, 

ai na\ a e asjp / 



a}\ e ^ I 



dfs COSY „ ., p 4- r c- . , rf0 

fl/ nae nd*e cos^ <" 

-j^ =H ; oosCc-i-wjW.ArS 

ai na^ cosy 



rfd 



-77 =H ; : — rsin(v-f-a))W.A-% 

at If a' COSY sin <p 



dim 



dt 



/^'* ^* / ^^ COS'Y \ D I., P "+■ '^ •« c I., 

-77 a/ — I — ^cosv) R.Ar' — ^-— — sincSiAr', 






, . tang ^ 

na^ cosx 



sincS,fr', 



ou,eD remplaQant n par ^ \ co par zs — Q^ et efTectuant quelques 
simplifications, 

da , , /rR. 2a» ArS« 

dt sip ^ fp 



de /fR. p /r p\ frSo 

dt '^ Jn e \a r Jp 



^p e \a r I ^p 
dn I'd ( p Zke \ AR. 

-rr = — \/- I 2 r — 4- cose rr-ZSinf ] —=r 

dt \ a\ e ^Ip J ^ip 

V a \ e *■ / s/y 

Annates scientifiques de ttcole Nor male superieure. Tome V. 23 



I'jS SUR LE CALCUL NDMERIQUE 

dxs pcosv kR^ ip-^r) . A*So , . dO 



>fp ^ sip 

(tt ^p 

do rsinttz-f-cj-eiA-W, 



=-» 



dt sin 9 ^p 

"' ^a ^p ^a ^ yjp 

dx /tR. Ip r\ A-S. 

^^-4-^cosxs.n. — -f.«coix(^--j_, 

^*M , ^ ^ . ArR. , . . frS. /•^/i ^ 

--^= — (2rcosx~pcoixcosi') -y:r — (/i-f-r)coixsin(/ ^ I _ di, 

ddL I I \ *R. , , 1 . AS, 

— r^ z=r- (2rcosx-hptang-xcos(/ -=- -f- (p -h r)lang-x sini'-p 

«* \ ' >lp sp 



(i — COS9) 



c/0 rdn . 
dt J dt 



Ce sont precisement les formules d'Eocke; nous montrerons, dans la 
section III, comment on calcule methodiquement les valeurs numeri- 
ques des seconds membres, quand on leur a fait subir une derniere 
transformation que nous allons expliquer. 

Gomme, dans la pratique, il est commode, pour la division du 
travail, d'evaluer separement les perturbations dues a cbaque planete, 
il nous suffira d'introduire seulement Tune d'elles dans les formules 
definitives, soit m\ 

Posons pour abreger Tecriture, en designant par a un coefficient 
indetermine dont nous verrons Tusage dans les sections suivantes, 

' ijp smi" ' e 

(6)r. iang%, 

Jr* 

V« 



(2)= 


I 
sincp'' 


(3)- 


: rtCOSX* 


(4)- 


p, 

e 
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(9) irpiang^x, (»2)=^^/^colix» 

(I0) = 2C0SX, (l3)^rC0tX, 

( 1 1 ) __ lang - X , J =-- i' -4- Gj — 0. 

Reduisons R©, So, W© au terme en m', et remarquons que m etant ne- 
gligeable, /= k^^ si on prend la masse M du Soleil pour unite; nous 
aurons alors : 

R'o, S'o, W'o designant respectivemeat (i) f — ^4- a?', A'j, (i) (v', A'), 

(i)«A'). 

Par suite, le systeme d'equations difT^rentielles que nous venons 

d'obtenir, reduit aux sept dernieres seules usit6es, prend la forme 

a^::---(4)cosi'R'.-+-(5)(^ -+-1) rsin(/S;-+-(6)rsinuW',, 
a -^ =:rcosy W^, 
a -^ — (2)rsinvWp, 

' «'^=--(7)sini'R'o-(8)is'., 

(H)/ 

a-T^ =(3)sinf R', -+-(3) (cosv4- cosa)S',, 

a^=[(i2)cosi;-(io)r]R;--(i3)(^-+-i)rsini^S;-t-a r~^//, 

a-^ = -[(9)cosi/-h{io)r]R;-h(ii)f^ -h i j rsinc/S'. 
-+-(6)rsinuVV. -t-a r^rf/, 

a laquelle nous nous arretons. 

23. 



l8o SUR LE CALGUL NUMERIQUE 

Cette forme offre Tavantage de separer nettement les grandeurs (i), 
(2),..., (i3) qui ne varient pas sensiblement, pendant un certain temps, 
des autres grandeurs telles que r, r,..., dont la variation est rapide; 
elle fournit d'ailleurs les variations des Elements exprimees en secondes 
d'angle. 



SECTION II. 



12. La resolution numerique des equations E et H nous conduit au 
probleme suivant : 

Connaissant les vcUeurs d' une fonction du temps a certaines epoques 
particidieres et equidistantes , calculer les integrales premiere et seconde 
de cette fonction, 

Soienl u = /{t) la Jbnction; /«,, /o» ^»---» ^n les valeurs attribuees 

a /; i/.i, i/o» ^1 ^n les valeurs correspondantes de m; t„'= to-^- /la, 

n etant un nombre entief {)Ositirou negatif, et <x la raison de la pro- 
gression que forment toujours dans la pratique les valeurs de /. Sup- 
posons en outre la serie de Taylor applicable a la fonction u. 

Une valeur quelconque de / etant mise sous la forme t„^g = t„-^za, 
on pent developper u suivant les puissances croissantes de z; designons 
ce developpement par w^+^, on a 

/du\ oc fd'u\ ot} , jd^u\ a* 

\dt)n1 \dt^J^l.2 \ £//*/« 1.2. ../.' ' 

ou posant, pour abreger Tecriture, 



( 



dt^ )„ 1 . 2 . . . A" 



^ <> 



( I ) u^.. -- M„ -t- < z -f- fl^ 3» -h a^ 2M- . . . 4^ aj 2* H- . . . , 

il suffira de connaitre a,|, a^,..., «J pour avoir u sous une forme facile 
a integrer. Nous determinerons ces quantites au moyen de . . . , ic,, 
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12. La resolution numerique des equations E et il nous conduit au 
probleme suivant : 

Connaissant les valeurs d' une fonction du temps a certaines epoques 
particulieres et iquidistantes , calculer les integrales premiere et seconde 
de cette fonction. 

Soienl u =/(/) la Jbnction; /_,, /©. ^»--.» /« les valeurs attribuees 
a /; M_,, Uq, w,,..., u„ les valeurs correspondantes de u; t„z= to-^- noL, 
n etant un nombre entier positif ou negatif, et a. la raison de la pro- 
gression que forment toujours dans la pratique les valeurs de /. Sup- 
posons en outre la serie de Taylor applicable a la fonction u. 

Une valeur quclconque de / etant mise sous la forme /«+« = /„-}-««, 
on pent developper u suivant les puissances croissantes de 2; designons 
ce developpement par a^^.,, on a 



,, _^ /""\ * id'ii\ a} {d^u\ a* . 



ou posant, pour abreger I'ecriture, 



( 



1 r -. a. 



il suffira de connaitre a,; , a* a* pour avoir u sous une forme &cile 

a integrer. Nous determinerons ces quantiles au moyen de t-„ 
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Cette forme offre I'avantage de separer nettemeut les grandeurs (i), 
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12. La resolution numerique des equations E et H nous conduit au 
probleme suivant : 

Connaissant les valeurs d' une fonciion du temps a certaines epoques 
particuUeres et dquidistantes , calcuter les integrales premiere et seconde 
de cette fonction. 

Soient u =z f[t) la >fonction; /_.|, /o» ^f-» ^n les valeurs attribuees 
a /; w.|, ao» w,,..., u^ les valeurs correspond antes de u\ /„ = /^-f- noL, 
n etant un nombre entier positif ou negatif, et a la raison de la pro- 
gression que ferment toujours dans la pratique les valeurs de /. Sup- 
posons en outre la serie de Taylor applicable k la fonction u. 

Une valeur quelconque de t etant mise sous la forme tn^^ = tn-^zoL, 
on pent d^velopper u suivant les puissances croissantes de z; designons 
ce developpement par i/„+„ on a 



/du\ a /d'u\ a» , 

ou posant, pour abreger I'ecriture, 



/d^\ «* ^, 



( 



d^u \ a* 

dt* Jn 1.2. . ./r 



\ ——=^ai. 



il suffira de connaitre a,; , a^,..., aj pour avoir u sous une forme facile 
a integrer. Nous determinerons ces quantites au moyen de . . . , «-,, 
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Cette forme offre Tavantage de separer nettement les grandeurs (i), 
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des autres grandeurs telles que ^, r,..., dont la variation est rapide: 
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12. La resolution numerique des equations E et H nous conduit au 
probleme suivant : 

Connaissant les valeurs d' une fonction du temps a certaines epoques 
particulieres et dquidistantes , calculer les integrcUes premiere et seconde 
de cette fonction. 

Soient u = /{t) la fonction; /_.|, to^ ^,..., /« l^s valeurs attribuees 
a /; M_|, Wo» M|,.... u„ les valeurs correspondantes de u; /« r= /^^-f- na, 
n etant un nombre entieF4)0sitif ou negatif, et a la raison de la pro- 
gression que forment toujour^ dans la pratique les valeurs de t. Sup- 
posons en outre la serie de Taylor applicable a la fonction u. 

Une valeur quelconque de t etant mise sous la forme t„^^ = t„-hza, 
on pent developper u suivant les puissances croissantes de z; designons 
ce developpement par u^^.^, on a 

/du\ OL ld'u\ a} , idhi\ a* , 

ou posant, pour abreger Tecriture, 

ld^u\ a^ _ ^ 

il suffira de connaitre a\, a^,..., a\ pour avoir u sous une forme facile 
a integrer. Nous determinerons ces quantites au moyen de . . . , w_,, 
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1 8^ SUR LE CALGUL NUMERIQUE 

Cetle derniere ligne est, en vertu des definitions precedentes. 
Or, on a, par definition, 

AV U„ — AV Un -, - A'/^' u , , 

AV l/« H- AV 1/^, -- ?. A* V |/^_ ^_ , 



d'ou 



A'/* M, — A- V 1/ , -{- - A^''-*-' u , ; 

""2 2 ""-2 



on a aussi, par definition, 



Av-«a ,-+-Av-'ii , r-2A'»''-'M«; 

d'oii, retranchant ces relations Tune de Tautre et transportant A-^'^'i/^ 
dans le premier membre, 

A''/^' a, ~ Av-' 1/ , -u 1 A'/* Ml, = Av-» « , -f- - A*^ u i -h 4 A''^' ii , ; 

«-- 2 "-i 2 "-1 4 """2 

on trouverait de la meme maniere les relations inverses pour passer de 
la ligne (n — ~ j a la ligne (n) ; en les reunissant aux premieres, nous 
avons le systeme des formules suivantes : 

(2) A^PUn^A'^^U ,-f--A'^'w ,, 

"-J 2 "-3 

(3) ^''P-'u„- A^p-'u^i^ -4- -A-Vw„__j. -^ -^ A»A^'M,_,, 

( 4 ) A- V w . — A'/' M, — i A"/^' a„ 4- 7 Av+» i/„ , 

(5) Av-'a^_i = A-'/^»M„— ^AvMn. 



n-^ 2 



13. Cherchons maintenant la relation qui existe entre les coeffi- 
cients a„* , a,? , . . . , a* et la difference d'ordre p de Un+h> ^ 6tant entier. 



i 
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L'equalion (i), n^ 12, donne, pour z = A, z^h -¥^ i, 

M,+A rrr M„ -4- a ' A -f a /|» -4- tf' A» -t ■ - . , 

M M n ' 

«,+*+, ".- M, -f. rt^ ( /» J . I ) -4- a|^ ( A -i 1 )> -^ a^ ( /i-f- , )» -. ..,, 

d'oii 

^' «,+,+ ; = <[(* -»■•)- /'] -^ < [{/' + •)' - A1+ • ., 

qui, pour h augmente de i, est 
done 

Admettons que la loi qui se manifeste deja soit vraie pour la difference 
d'ordre/? — I, on aura 

les coefficients des parentheses comprises dans un meme crochet etnnt 
ceux de la puissance {p — i )'*'"' du binone (a? — i). 

Retranchons cette relation memhre a inembre de celle ohtenne, en 
y changeant A en A + j ; il vient 

^Pu ^ ^,-r^.a[[{li-\-p)'p(h-^p-\)-A-,,.±.h] 

-}- a\ [( A -f- /?)'—... =p A-] -f , . . , 

ce qui demontre que la loi est vraie quel que soit /i. Posons 

qk={h-\py'-p{h-\ p-^iY^BlEZL2l[h^ p^ 2)* -I .,.-.p(h -I i^drh". 



on aura 



n-r-n ^- "■ 



Les coefficients q sont independants de /„, a el de la fonction u 
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Si nous prenons u = /'', nous aurons 
\pu ,, — i.2.3...pa'', quels que soieni « et A; el a. = o, pour k>p. 

a 

Done, flans ce cas, 

Cettc relation ayant lieu quel que soil /„, dont les puissances decrois- 

santes /^"\ /^""',..., /•?, entrent comme facteur dansa„\ a^,..., a^, 
on a necessairement 

j^z= 1,2.3. . ./? el qk=zOf pour h<ip- 

Nous obtenons ainsi une generalisation de la propri^te bien connue du 
polynome 

I • 2 

que Ton obtient en faisant A = o dans q^. II en r6sulte pour A'^w^^^ p 
I'expression plus simple que celle qui precede 

(6) "**""■ L ■ J 

j -h<*'[(A-4-/>y+'-...dtA'^']+...; 

pour A = o, on a 



#1+^ 



expression qui est de la forme 

(0 < * 

14. La relation (6), pour n et A constants eip variable, donne les 
diflerences successives de Un+h formant avec ce nombre une meme ligne 
oblique du tableau des differences. Nous pouvons aussi en tirer en fonc- 



(•) La formo (/) suppose /^>o. 
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lion de a,',,..., a^,..., Ics difference!^ silucos sur la meme ligne horizon- 
tale que w„+A ^*t les moyonnes aritlimetiques dc cellos qui sonl deux a 
deux siluees imniediatcmenl de pari et d'autrc de cello ligne, c'est- 
a-dire H'^'^u^^h el A-^''-^*w„^,.. 

Si nous faisons suceessivcmonl dans Tcqualion (G) 

//-i-«-~A' , />— 2//-+ I, » h-¥p-- h' -\-p' , li^li* — p'~\\ 

// -f-^—A'-h-i p-^ 7.p' -\ \y » h-\-p=ili' -^p' -\-\, lir-h'--p\ 

nous aurons, en suppriinant les accents apres subslilulion, 

On tirera des deux dernicres egaliles A-^'^^'i/^+^i, qui est par definition : 

Si Ton fait A:= o dans ces fonnules, on obtienl br^u,,, A'^'^'w i , 
A*'''^* a 1 . On voit alors que : 

/I + -2 * 

I" Dans A^'^M,,, les coefficients de a\% a]l'^\... onl lours Icrmes 

Annalei scientifitjiies de I'Ecole JVormafe superieure. Tome V. 1l\ 
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propres egaux deux k deux et de m^me signe, el les coefficients de 
a^l!^\ «?'"*■%•.., leurs iermes 6gaux deux k deuxet de signe coutraire; 
ces dcrniers coefficients sont done nuls. 

2" Dans ^^^u i, les coefficients de a;'"*", a;'^\..., sont les niemes 

que dans b}^^^u^^\_\ ceux de a*''^', a)/^*,..., egaux et de signe con- 

traire; ils disparaitront done dans la moyenne arithmetique A'^^^'f/^. 
II resulte de la que si nous reunissons dans b^^Un^ A''^'^'a„ les termes 
contenant en facteur la puissance d'un meme nombre, nous aurons des 
expressions de la forme 

(m) ' n p p 

II resulte aussi du n° 13, que le coefficient de a;;'' = i, 2, 3,..., 2/?, 
et que celui de a^'"*" = 1,2, 3,..., {ip 4- 1) dans (/n) et (fi). 

15. Si au lieu de poser t =z t^-}- za^ nous posons i= t x"^" ^«« 



«+2 



oil /^^jL = /^ H- -a, nous aurons pour le developpement de 11, suivant 
les puissances croissantes de z, 

oil i/„^ I est la valeur de u pour t= t 1 , et oil 









conformement a la notation adoptee. 

Cetteserie(i)'donnantM;,+Apour« =A — -, on voitque lesforinules 



(*) La forme (m) suppose yv>o. 
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etablies aux n^" 13 ei 14 subsistent, si Ton y remplace dans les seconds 

membres h par h — et les coefficients an par les coefficients o^^i- 

Ainsi I'equation (7) nousdonne, en faisant A =0, apres cclte substi- 
tution dans le second membre, 

-"•="'.;[('-0"'-^('-i)'--(-'-i)'] 

la meme equation appliquee a Un+h-^-h donne de la meme nianiere 

cc qui fournit, pour la moyenne arithmetique de ces deux difTerences, 
une expression de la forme 



Tequation (9) donne de mfime pour A^'^*M^^j_une expression de cette 
forme 

+«r;[';('>+;)''"-*-]"-- 

II resulte encore du n® 1 3 que le coefficient de a''' y = i , 2,3,..., 2p^ 
et celui dea*'^; = i, a, 3,..., (2/? -4- i)dans (v) etfe). 

(*) La forme (v) est encore vraic pour /' = o, si Ton remplace dans le premier membre 
A-^w.^i par //^^.i , et dans le second /ij'^i par w,^.i. 

24. 
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16. Les fopmulcs des n*** 13, 14, 15 conduisenl aux valours des coei- 
ticients des equations (i) et (i)'. Pour determiner a,|, a^,..., aj, nous 
pouvons employer les relations que fournit, soit(/), soit le sysleme (m), 
(/x). Pour determiner u , , a* , , a^ , ,..., a^ , , nous emploierons le 

systeme (v), (e). A cliacun dc ces trois syslemes de relations corrpspond 
pour u unc forme pariiculiere reinarquable. 

i" (/) donne, pour les valeurs i, 2, 3, . . .,/>, atlribuees a /j, 

^'"..i = <t',-^"V\ +'^,/:+.-. +«.'/•+.... 



It I — 
1 



Les coeirieients <, a*,... sont des fonctions lineaires des diilerenoes 
de Un\ on aura done 

(10) Un.^, i-r li^ ^ X, A' ^/ . , -4- . . . -h X„ A'' W ^^ -h 

X,, >2>>-> etant des fonctions cntieresde z, qu'on determinera eii iden- 
tifiant les coeflicients de a\, a];,... dans les equations (1) el (10); 
on obtient ainsi imm^diatement 



<^Ma«=:>,/:+\(/;a*+/ii*)+...+x.(/;x'+...+/;-i*), 

i • • • » 

a"* Le systeme (m), (/x), donne, exactemeiit de la meme maniere, 

(11) w„+, = //„ -h X', A-' f/„ -I- . . 4- a!,^_, a- v-« m,. 4- A'^^, Av //„ 4- . . . , 

avec 
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'3" (v), (s) et Tcquation (i)', donnent encore, exiiclemcnl de la mumr 
manifere, 



('^) ''«.i^. ->;"..;+>.'; AW/,,, ,-h...H-A;,A-v,,^^.-HA:^,.Av-w/^ 



;. 



avec 



(/.") 






v'(i 



3 ,^.>.;'5*|l' 

=^-:.;(i)'-.:[.:(r-..:G);| 



17. La ooiislilulion des syslemes (X), (X'), (X") pcrmet dc les rc- 
soudre aussi facilemenl qu'on Ics a formes, c'ost-ii-dire vSans calciil, el 
tous Ics trois dc la nicme maniere. Considerons le systenic (X). 

Les Icrmes qui se correspondent verticalemcnt dans les roeflicienls 
de Xa sont de la forme 

Si done nous relranclions chaque equation X, multipliee par r, de 
la suivante, nous ohtiendrons dans le svsleme resultant (X), 

/;(** — m)*(/r-/?i- I), /;(/,-/7i)»+'(A-m~i)...., /;(/r-/M)/'-(/,~m- ij. 

Si nous retranchons chatiue equation du systeme(X),, multipliee 
par a, de la suivante, nous aurons dans le systeme resultant (X)} 

/*(A*— /w/(/r— m— i)(/i' — m — ?.),..., /"(/r — mY-'[h — m — i)(/r — m —p.). 

Gencralemenl, si ayant obtenu le systeme (X)^_2, on en multiplic 
chaque equation par [p — i), pour la retrancher de la suivante, on ob- 
liendra, dans le systeme (X)^-., , 

/*( li - m f [k ~ in — \)[h ~ m — 1). . .[Ii — m ~ p -\' \), . . , , 



(*) Voir les nolcs, pages 184, 186, 187, dont il faut tcnir comple pour formor los eijua- 
lions (10), (11), (I'i) ft kssysU'mes (a), (V), (>."). 
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(le soi'ie que tous les termes des coefficieDts de X, dans le systeme (X), 
pour lesquels on a 

k — /n=r:I, 2,..., p — I, 

r'est-a-dire Ics {p— 1) derniers termes de ces coefficients, n'existent 
|)lus dans le systeme (X)^.,. La premiere et unique equation de ce sys- 
teme final sera done 

Z(Z — l)(z — 2)...(2— /?-+-l)=:>.^.I.2.3.../;, 

ou 

. Z(Z — I)(Z — 2)...(Z— W — l) 

/ — . ■ 

' I .2.3. . ,p 

Le meme genre de raisonnement, applique aux systemes (>/) et ()/'), 
montre que Ton a 

f — -. J 

V 1 . 2 . 3 ... 2/; 

-, , ^ z(i^-i^) ... [ z'-(p -i)'] ^ 
'v-i 1 .2.3. . .(a/> — i) 

,._['-a)'j-[-{^)"] 

V I . 2 . 3 . . . 2p 

4,-a)-i...p-(^)-i 

V"^' I.2.3...(2/?-f-l) 

18. Si nous substituons ces valeurs dans les egalites (10), (1 1), (i a), 
nous obtenons pour u les trois formes suivantes : 

( I ) u^^, r- u„ H- - A' W„4-'- -h . . . H ^ ^ ^ ^^ A'' W ^ /' -f- . . . , 

I » I.2.../> "■*"7 

I «„+,:r. W.-f- - A-'tt. -r A' !«,. ^ . . -+- -^ ^ \ ^-^ -'-' A'^''- W« 

I I 1.2 I .2. . .(2/1 — I ) 

I .2. . ,ip 
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les signesN se rapporlent dans ccs formules aux valcurs enlieres de 
p^k et pour/? = k, on fail 5, S, 'S egales a i. 

19. Les coefficients a*, a*^.i ^nt ainsi determines, nous pouvons 

chercher les integrales premiere et seconde de la fonction u; la me- 
thode que nous donnons s*app1ique d'ailleurs, avec une egale faeilite, 
a une integrate d*ordre quelconque. Soit x une integrate de u. 
On a, en attribuant aux indices le meme sens que precedemment, 

/ ux A^-^X « (d''x\ a* . 

(18) ^^.:..^„-,-^_j^-z-...^(^-^j^-^-^— ^ 

el 

, ^ (dx\ a . Id'x\ of , 

quel que soit I'ordre de Tintegrale x. Developpons les deux cas dont 
nous aurons besoin : 

1" -77 = w. On a alors 
dt 

\ f//*-^' / i.2.../r(>-4-i) '" \dt^) I.2.* ./r /th-i "^ At -f- i ^' 

<rou 

«« — h fl' — h . . . + a T h . . . j? 

I " ?. " /r H- I / 

(2 Z^ k Z*"**' \ 

"■^-7 I ""^-2 2 "-^-T /r-+- 1 y 



2^ -77- = I/. Posons 

a/- 



dx dy 

^ di dl ' 



on a alors 



d^-^^x o*-^^ f/'// a' 



a- a- 



f//*+^ 1 .2.. .(/r-f-i)(A -h 2j £//* i.2.../» (/. -M)(/r-i-2j""' (/* -f i)(/»-4- 2) 



n'. 
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La formule (21) donne dc meme, pour z = — -? 5 = h- -> 

Xh 6l •^N-t-i > 

clont la difference esl 
d'oii 

n = i 



^■-i-^-; = S("^-;-''«-i) 



n =:i 



=«S ["" "^ 3^' "-^■••■^(^^^iois «:*+••] 



n = o 



nssi — I 



iiT,- — Jr« — ^ ( ^n+i ^11 



/t^ij 



w = i — 1 



V r ' ' ' »* ■ I 

=: a > I M 1 -h t; — rt ^ • H- . . . -h : — i J — ::i ^. . « ■^- . ■ . I 



/l = U 



Calcul de Xu 1 — ^- ' • 

7^„ est une quanlite calcul^e et connue; a]!" peut etrc fourai soil par 
la formule (i3), soil par la formule (i4) du n® 18. La formule (i3) 
introduirail tous les ordres de differences; la formule (i4)> n'intro- 
duisant que les differences de meme parite, doit etre preferee, dans 
Tapplication; elle donne 

' a^ ^\ S^"* * Avii 

(2/r-f-i)2»* " Z^ 1.2... 2/; (2/,- H- 1)2'* "' 

oil /7 doit prendre toutes les valeurs entieres A, A + 1,... el ou ^>o.... 
Le coefficient, dans a?,>i — ic_«, d'une difference determinee A^^w^, 

s'obtiendra done en laissant p fixe sous le signeV et faisant varier k 
de I a /? dans Texpression 

Y _SpA^ I 

^ 1 . 2 . . . 2y:; (2/1-1)2=^ 
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Soil A^p ce coefficient, on aura 

^""^^ •^■''= . 2.3. . .9.pl3:^' "^ 5^ "^ • "^ i^piiji'^y^' 

et, par suite, 

x^_^t — :r_, =a\ (A«f/„ -f- AjA'm. -h. . .-f Aj^A*''i/„ -4-.. .); 



IIJ=0 



mais» en se reportant a la formation du tableau des differences, on 
voit que 



n = i 






n=o 



Si nous designons par 'i/_,, 'u^, 'Wa,..., 'w i une suite de noni- 

bres dont le premier est arbitraire, admettant Mo> '^n-f "i pour diffe- 
rences premieres, nous aurons 

Done 

(L) x.t — X t —. a/A/i/. , -f- Aj A'M. , H-...-I- Aj- Av-«£/. , 4.. . \ ^- (]_i 
avec 

C_i -: — a /Ap'm__, -f- AjA'«_j^-+-. . . -f- Aa;,A''"''M_j^-h. . .\. 

1 V 2 2 2 / 

ft 

On pourra faire disparaitre ia constante C_i, en determinant Tarbi- 
traire 'm.i par la condition 

C I — o. 

^ — 

2 
Calcul de Xi — x^. 
La formule (iG), n** 18, donne i^ ,, d^ ,,..., pour X' = o, 1,2,.... 

On a generalement 

(2fr-f-l)2** "-^y ^ I .2.3. . .2/> (2^ -f 1)2'* ""^j 



(*) La formule (24) no 8*applique plus pour p= o. On voit directement que, dans ce cas. 

25. 
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On voit par la que le coefficient de A-^^'a^^j^, dans Xi — Xq, etant 

3 

designe par A',^, on a 

(•■25) V — ^/> , ^/>-' , , ^« \o 



ef, par suite 






x.-x. c, ^ (a;«;^, -ha;a-«,^. +... + a;,a-v„^^. +...^. 



/}=ii 



Mais, par deBnilion, 



done 



""*" a 2 2 



/i^o ;i=u it^u 



or. 



/i=r I — 1 



Y ^'P w„ ~ A'''- u._ , — Av- M_ , , 






y A'A* M„^ ■ .: AV-' Zl .^ . — AV- M^ ^ , 



done 



n = o 



/i = i — 1 



Y A-v w - — - f A=/'-' ;r , + A'^'- u.^ A — - f A'''- w , -f- A'/*-' m , ) 

^ "-^2 2\ '-2 '■*-a/ 2\ -2 2/ 

— A-'/^' Hi — A-'^-' I/. , 
ee qui nous conduit a la formule 

(M ) x, — x,= (x (A'o V -f- a; A" Ml -f- . . -f- A;^ A'V-' Mi -f . . . ) + C, 
avec 

C. — — a (a; 'm* + a; A" Mo -+-... 4- A;^ A-V- Mo -r- . . . ) • 

on pourra determiner la quantite arbitraire 'i/. i par la condition Co = o. 

(* ) La formule (25) s'appliquc pour p ■-■- o, conformement aux conventions do la note ( •* ) . 
page 191. A',- I. 
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La formule (L)permeltra de ealculer ^,.^i.» sironsedonneo:,; el la 
formule (M), de ealculer ^,, si Ton se donne x^. 

21. 11 est quelquefois utile de pouvoir ealculer x. ^, connais- 

sanl Xo; et x,, connaissant x , . Formons doiic x. ^ — x^ ti Xi — x , , 

dont noDS aurons d'ailleurs besoin pour la deuxifeme integration. Nous 
les deduirons de j?^ , — x^y_ et Xi — Xq en retranchant de la premiere 

quantile et en ajoutant a la seconde Xq — x ,, que nous aliens (*al- 

culer d'abord. 

La formule (20) donne pour w = o et pour z = 

^•0 - ^_. - a [1/0 :^3 + aj 3^, +. . .-H«r j^^ 
Or les relations (i4) et (i5), pour /i = o, sont 

• iiJ I 2.3. . .2/? 
• ^ 1 .2.3. . .(2/? ^- I) * 

Les coefficients de A^^Uq, ii'*P^* Uq dans Xq — x^ seront done res- 
pectivement 

1 2. . .2/? ^ (2A--|-l)2**-^' 2 ''" 

et 

3/1 — A 



' y 

1 .2. . (20-1-1) ^j 



(2/-I- 2j2**^- 



Appelons ce dernier A 2;,4^i» 



(26) Aj^H-, r= 



1 , 2. . .(2/? -f- 



I) [a. 2' 4-2* (2;;-f-2)2'/'+2j 
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done 

Xii — X I = - ( Ao M» -4- Aj A' i/o -h . . . -f- Ajn A'** a« 4- . • . ) 

— a(A,A''iio -f- A| A*»tf, -f . . .-f- A,^. A"V+> a, H-.. .)• 
On peut Irouver une forme differente pour a:© — x j^, en partant de 
Tequation (21), qui, pour /i = — i et z = -h -> donne 

-|2.2» -^4-2* -7 (2^4-2)2^*"^' J 

Or les relations (16) et (17), pour n= — i, sont 

-; ii^ 1.2 3. . .2p -y 

«'*■*■• =V ^^--^ A»/H-. tt 

-7 ^1.2.3 ..(2/1-hi) -J ' 

Les coefficients de A-^^'a j^, A*'''^' a j^ dans x^^ x ^ seront done 

"2 ""a ""2 

respectivenaent 






et 



i) Z^iik-\ 



p-k 



1.2.3. . .(2p4- l) iil^(2/r-f-2j 2**-^' 

Appelons ce dernier A',^^,, 
d'oii 

^1 -t-a^A',A'a__, -4-A;A^m^, 4-...-f-A;^^,Av+'« ^-^...)- 

22. Les deux expressions — ^ ct [OJ, de jj^ — x^x^, nous ont 
conduit a des relations importantes entre les coefficients Ajp, Aj^^,, 
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A',^, A!,^^,. Ces expressions conticnneni en effet, respectivemenl, les 

divers lermes des deux lignes horizontales completes ( —-) et (o), 
savoir : 



n ,, 


A' a , » • • 9 




*" 2 


Mo, 


A- «/.,..., 


Avi/,, 


A-V-+-' M„. 



Or, si Ton fait n = o dans les formules (2) et (3) du n^ 12 , on voit 
(|ue si I'on exprime les ternies de la seoonde ligne en fonction de eeux 
de la premiere pour les subslituer dans [0], A-'^'w, ne sera intro- 

•I 

duit dans le resultat que par 



et 



-I 2 -'- 



A V-' i(. = Av-' ti , -h - A-v tt , -h 7 Av-^' li , , 



de sorte qu'en identifiant , apres substitution , les coefficients de 
A'^'^w.L ^'j^'^s [0] et — - 5 on aura 



Aayj Ajy,— ! — A.„* 



On verra de meme, en identifiant les coefficients de A^''^* u ^ , qui sera 

~ 2 

introduit par A-^''"^* Uq^ ^^'^ Uq, A-^'^* w© dans [0], que 



7 ( A7/, — A,^_, ) — A-ip^i -h A^^_^| • 

Si, inversement, au moyen des relations (4)f (5), n*^ 12, on exprime 
les termes de la premiere ligne en fonction de ceux de la seconde pour 

les substiluer dans — "■ p si^" ^^ comparer ce resultat a [0], on re- 
trouve les memes relations 

A,^ — A,^_, --" \[^^ 

(p) ; 

23. Ces relations nous seront tres-utiles pour obtenir commode- 
ment a?, — a? , , et x.^j^ — Xq. 
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Calcul de Xi— X *_. 

"2 

Si a la relation 



Xi — X9 — 0C {A\ 'u. -t- A'j A-' Wi -1- . . . -4- A'^^ A* V-' «,. 4- . . . ) -+. c^ ^ 



oil 



C, = - a (A'„ '«; -f- A', A-' «, -h . . . -+- A;^ A'^/^' «. -h . . . ) , 

nous ajoutons membre a membre la relation [0], n^ 21, nous aurons 

— X ,--0L (A'. 'u\ -I- A', A-' //, -h . . . -h A',^ A'-/'-' «,-+-...)-+- consl.i 



Xi 

avcc 
const. 



( 



«/A'.'«>A', 
+ A, 

A, 



A-' u, + A', 
A, 



A-» a, h . . -I- A' A-V-' «, 

Aj^_i 



•■■) 



- (Ao// 
2 ^ 



-h A, A' w, -h A4 A* w, -I- . . . -f- Aj^ Av «. -h . . ), 



ou, en vertu de Tidentite precedemment demontree, 

et de ce que A„ ~ A'^ = i , 

const. r= — a Ao f '«* uA -f- Aj ( A-'m« — A'tt.j -f-. . . 

-4- A,^ ^A-Vt u^ — 1 ^f uA 
mais commo 

A- V-' "o = - ( A*^-* // , -f- AV-' u A^ 

- Av u^ = i ( AV-' « , — A»/^' « , U 

2 2 \ J- - y / 



] 



on a 



A-V-' Wo A^/* Wo = Av-' £1 . ; 

2 -1 

par suite 

const. = — a /Ao 'w ^ -f- Aa A' w , -4- ... -4- Aj^ Av-' w ^^ -h . . .\ — C 



Cakul de X. ^ — x^. 
Si de 



^^. f *~~ *i> I - - 3t 



f-v 



/Ao'w. , -+- A: A' w , -4- . . -f- A,p AV-' f/ , -h . .\ -^- C , 
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nous rclranchons [0] membre a membre, nous aurons 



201 



'^i+i""'^' 



-a(\o'u ,4-A,A'// , H- . . .-h Aa-A*''"' «/ , -f- .. .\ -i const., 



avec 



const. r= — a 



u 



I 



^l-. 



A, -4- A* /I 



2 



A, -4- ... ^ Av-' 1/ , 



-f- - Av «, 

2 



1/1 



-^« ( 



■4- A'* i/p A, H . . -I- A-'''-' Wo A,„^, -♦-. . .); 



niais commc 

A»'-' // , -f - A'/* Wo == - (A'/'- M, -f- A'''-' u , ) - A-'/"« Mo, 

- J 2 2 V J - -J / 

on a, en vertu de I'ldentite ci-dessus rappelee, 

const. — — a ( A'^ 'a] -f- A', A-' f/o 4- . . -+- A',^ A*'''-' w, + . . . ) =r C,. 
On a ainsi les formules suivanles : 

('-') ^i^}. — -^0 = ^(^•X + .» ^- A»A'i/._^i -h...-*- A,^Av-'M^._^i4-...)-f-C 
(M.) Xi— X , == a(A'. 'i/j-h A'j A''w/-f . . -f- A',;, A-v-'«/ -♦-. .)-+-C_2- 

Remarque. — Avant de passer a la quadrature seconde, nous de- 
montrerons Tidentite 

X^ "T~ \j% — JT I ~T~ VI I ) 

qui nous servira pour cette quadrature. 
On avu, n^»20 el 21, que 



Cr^ 



— a(A'/w; -*- A', A-'M* + . . .4- A' A-'^'-W/.-f ...), 



a 



x^—-^x , -t- - (AoMo-f-...H-A,pA*/'M,-f-...)— a(A,A*'Wo-l-...-f- A,^iA-*'**'//o-^-...)- 

■"T 2 



En vertu de la premiere relation (p), 

Annalei icieniifiquei de FEcole Nor male tupirieure. Tome V. 



a6 
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done 

Mais on a 

2 "I 



• ■ 



on trouve amsi 



arc-f-C«=a: j^— a/Ao'w i 4- . . . -4- Aj- A^*^* ii j^-h...\ = ^ i-^-C i. 

~2 V "a "a / "a "a 

24. Nous suivrons de point en point la methode employee pour 
integrer -^ = u. 

Si dans les formules (aa) et (a3) on fait successivement z = -+- -•» 

z = 1 et qu'on retranche le deuxieme resultat du premier, on a 

d'oii 



n =1 



^•H.i.-^-i=2(^-*i-^.-i) 



i II = i 



— a > Jn -+- a' > a' — i!— , -4- . . . -h a'*"*"' 7—= — -^ , , ,,^, -f- . . . 

^ ^L 2.3.2* " (2A--+- 2)(2A"4-3)2^-^' J 



n = o 



•.--^•= \ {a:„+, — JFn) 






o « — o 
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txo'i 



CcUcul de X, j^ — a? I . 

Les coefficients aj*^' peuvent etre donn6s soit par la relation (i 3), 
soit par la relation (i5), n^ 18. La premiere est ecarlee comme inlro- 
duisant les difTerences de tons les ordres; la seconde donne 



(2A--f-2)(2A--f- 3)2^' 



• ^ l.2.3(2D-+- I 



^-r—c^.^'^P-^'Un, 



p-hl) (2A'-|-2)(2/r-t-3)2'**' 



On voit, comme precedemment, que le coefficient de A-^'^'a^, dans 
X. t_ — X ^^ etant designe par Ba^o on a 



D ' 

''*''" I.2.3...(2/» + 

d'oii 



i) L2.3. 



On— I 



4 5.2* 



(2/l-+-2)(2/H-3)2«/^'J 



11 = 1 



r.^i — x__^ = ^yi-^*" "^ ^'5j (^' ^■' "" "^ • • * "^ ^V+' ^"'^' Wi. H- . . . )• 



n=o 



Mais (Ml) donne (n"" 23) 



r« =r-i -^ a ( a; 'w« -h a; A-'tt« -f- . . 4- A',p^., A-v+'a„ -4- . . .) -f- C^j.; 



done 



i 3 \ 2 



. +c , 



-i) 



n = i 



t'Y [A'. '«; + { a; -t- B,) A- «. + . . + ( a;^^, + 8^+.) a-'^-^- «, + ... j 



/i=o 



ou, comme 



/i=i 






n=o 






-+-(A',p^.,-hB,^,)A-Va._^|4-...]H-Cl|, 



avec 



a'[A'.Xi-+-(A', + B,)tt:^ 



(A',p-H, -♦- B,^t) A-v«.|-+- . . . J, 

26. 
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en appelant ''u\, "m|,..., "u: t^ les moyennes arithmetiques de deux 

nombres voisins dans la suite "a_,, "wof»"'^/+M dont le premier terme 
est arbitraire et dont les differences premieres sent 'm , , 'w^, . . . , 'u.^ , , 

"'3 2 3 

quantites que nous avons definies precedemment. On pourra deter- 
miner simultanement les arbitraires 'tt_j^, "u_,, par la condition que 

Ton ait 

C J == o, C , = o. 

Calcul de Xi — j?©. 

La fjrmule (17) donne a'*"^/, et on voit immediatement que le coef- 

ficient de A^'''^*m^^, dans Xi — iCo 6tant designe par B',^^., on a 

'*'-'' ^ •""r:^3:T^/>" +7) Z(^F^ """ A:-o, 1,2,...,^, 

c'est-k-dire 

B' = ? r__!§L. ^ j??n' ^_ H !?£ 1. 

^^■^' I.2.3...(2p-hl)L2.3.2» 4.5.2* ^ • ^ (2/? -f- 2) (2/? 4- 3) 2 /»+»]' 

done 

I— 1 n = i— I 

X, - X. = a^r.+i + «' ^ (B'. A' M,^ . + . . . + B;,^, AV+' «^^ , -f- . . .). 



o /i=o 



Mais (L|) donne 

2 \2 J 2/ 

d'ou 



/i = i — I 



^-^ X, — (xi[y\ --f- 4- a» \ [ A. 'w„^. l "'- (A2 i- K',) A' w^^ , 4- . . . 



/i = o 



c'est-a-dire 

(Q) Xi — J^o — ai ( Jo -+- Co) -4- «» [A/'tti H- ( A, -f- B'J I/, H- . . . 

avec 

C. := - a' [A, "/*« :- ( A, -t- H', ) m. -4- . . . -4- ( A,^+, -4- B',^^ ,) A^m, f- . . . ]. 
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Les arbitraires 'u ^ et "a., peuvent 6tre determinees dc telle sorte 

~ 2 

que Ton ait simultanement 

{\ = O, Cij :=^ O. 

25. II nous reste, pour acliever cette section, a calculer a;, — a? , 
et x^^^ -- Xq. Nous suivrons encore la memo marche que dans la pre- 
miere integration, et nous forinerons d'abord x^ — x_,. 

1^ Pour/i = octz = » Tequation (2a) donne 

I ,r 1 it I 

~ *'r* i? "^""^ "•*"^' (T/r+^aF^ 3)^'*+' ^■y 

com me 

• ^ 1 .2. . .2/? 

a^^' r.=y ^^^^^^ A-VH-. ,,„ 



les coetTicients de A'^'Wo et A'^^^'a^ seront respectivement : le premier 

1 V • sgr; .^ 

1.2. . .2/1 Z("2fr H- l)(2fr-h 2')2»*^»' ^^" ^^'^ • 

B --- ' I ^/*-' _, _. ^0 I / • X 

''^ I.2...2/1I3.4.2* (2/;-4-"l)(2/l-h2)2V-»-»J ^ ^' 



et le second 

'_ "^ %— A _. Py-n , 

I.2...(2/;-f-l)^(2A"-+-2)l 

done 



I. 2... (2;; 4- l)^(2A"-+-2)(2A--l-3)2»*+> ~ 2 ' 



a:. — -T , = - a/o — a* (B«i/t 4- . . . 4- B,^ Av 1/, 4- . . . ). 



a' 






(*) Cetlc formule ne s'applique plus pour ^ = o. On voit direcl«mcnt que A-P//^. B.^ sonl 



cnlors w, et ^« 
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2° Pour n = - I ei z = ■+■ -t I'equation (23) donne 



a 



-i (2A--f-l)(2A--h2)2^» 
L -i 2.3.2^ -^ 4'5-2* 



4- a'*-^' 



-i (2A--f-2)(2A--+-3)2^» 



1 

• • • jl 



ma IS 



-i ^ > .2.3. .2/1 - j 

-I Zd i-2...(2/?-t-i) -I' 

les coefficieDls de A'*^a ^, A*'^' w j^ seront done respectivement : le 

"a "a 

V I.2.3...2pLl.2.2' (2/>-f-l)(2/>-f-2)2V+'J^ ^' 



et le second 

L. V %-i^ ^ ' B- • 

1.2.3. . (2/1 -t-l)^(2A'-*-2)(2A--f-3)2»*-^* 2 V^' ' 

d'oii 

1^ Jl^n J -y 2 -a \ "j '^ -a / 

L ^-1 j +^^B\A»a_,-i...-+-B;^^.A>^'a .-+-...). 

26. Nous obtenons ainsi une deuxifeme forme di^x^ — x j^, oii fi- 

~a 

gurent y ^, A**'' a , , A^^**"* u^ , , tandis que dans la premiere figurent 
7o. A'^'tto* A-^'^'a^,; si nous identifions les deux formes apres avoir 



(") Cette formule a lieu pour/7 = o, conform^tnent aux conventions de la note (**). 
page 197. B'. = g- 
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remplaceces derni^res quantites paries premieres, ou inversement, nous 
decouvrirons des relations utiles entre les coefficients A et B : 
I® On a, par la relation [0] n°21, 

>', =1 J J H (A9U9 -f- AaA'llo -f- . . .-h A,p A^/'w, 4-. . . ) 

"T ^ 

— a(A,A'' ttoH- A3 A"' Mo -f . • -^ A,;m-i A''^^' «« 4. . .)• 
Substituant cette valeur dans [O'j, on obtient 



x» 






[0'1 



--a»[(A. -B.)A•»Wp^- 



. 4 ( A,^, — h^p^t ) A-'''+' //. -f- . ..] 



4- J a» [(A, — 4^0) <^* 4-. . .4- (A,^— 4B>f ) A'^Wo -+- ..]. 

On voit alors que A''''"*"'aof A^^Wq,... etant exprimes en fonction des 
difTerences qui figurent dans — — [9 il ne resterait plus qu'a identifier 
les coefficients de A-^'^a j^, A*'^*^ j, dans ces deux relations fO"J 

et — — • On reconnait immediatement, en se reportant aux equa- 
tions [0], — - et les comparanta [0"], — -- » que le resultat ainsi 
obtenu ne sera autre chose que lesysteme {p) oil Ton aurait remplace 



par 



^'/»» 2 ^V* ^^p-t-i> ^'ip^t^ 



^ ( A,^ — 4 B,^ ), b;^ , - ( A,p+, - B.;,^, ) , - b;^, 



On aura, parce changement, en mettant les coefficienis A dans le pre- 
mier membre, 



(P') 



A,^_, — A,^ — : B,^_, — 4 (B,;, 4- B'j^)? 



^J/H-l 



=: BjB-i-i — B' . . 4- B' 



»2f4-l 



J/>-+-l 



2^ On a, par la relation — - » '21 valeur de y ^, qui, substiluee 
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dans K donnc 






On voil encore, en comparant les equations [O'J ^H — -- ^i"* equa- 
tions fOJ et — - h que les relations (p) subsistent, si Ton y remplace 

par 

— B,p, -4- - B,pH.„ - - (a;^ ~ 4B,^) , — - (a;^, - b;^,), 

ce qui donne, en plagant les A dans le premier membre, 

a;^=^~b,,..-4(b.,-^b;^), 

II est d'ailleurs evident que Tun quelconquc des syslemes (p), [p'), 
{p") resulte des deux autres. 

27. Les relations que nous avons etablies entre les coefficients con- 
stants A, B, nous seront tres-utiles pour obtenir x. j^ — a?o et x/ — x^^^. 

Cherchons successivement ces deux quantites. 



Calcul de X. , — Xf,. 

Nous avons les deux relations (P) et — ~ des n^* 24 et 25, savoir : 



^ 1 — ^ 1 
2 " ? 
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-f- - /B', A'M , H . . . -+- B' A'/^'w , H- . . .\ 



aC I. 

2 -2 



Si nous retranchons membre a membre la seconde de la premiere, 
il vienl, en tenant compte de Tidentite (ooo-\- Cq = x^i -f- C .iV 



^V.A 



~ ^. 



-«('+^) 



(r. + c.) 



«'[A7«, 
consi., 



.-^(a; -+-B.)w,^.-t-... 4- (a;^^^-^b,^^.)a-'''i/,^. -*-...] 



ou 



const. -- - a» r A'/'ir j^ H- (A^ -f- B.) 



I 

-a 
2 



[ 

■ 



A, 
B*. 



*" 2 



A'M . 



B,;, 

AayM-a 
•■'ap-f-t 



B,^+l) 






Av+'ii ,-4-... 



1-4-.. .1 

' J 



quand on y a remplace C j etC_i par leurs valeurs. 

2 3 

Or, en vertii des relations (p') et (p"), on a 



Kp^i -^ ®»/M-. H- b;^ = A,;^, -+- b;^^, ; 



done 
const. =^ 



- a» [a.^'V , ^- ^ 'ii_ .\ 4- (A,-f- B'. ) (u, -+- i A '"^ . )-f- . • . 



mais, par definition, 



A-vm ,-f-A»^-^'a , =AVtto, 



2 



Annalef scientifiques de FAcole Normale superieure. Tome V. 



17 



2IO 



SUR LE GALCUL NUMERIQUE 



el, par suite 



fonsl. - — a»[Ao"w.H (A,H- B'.W/. -h. . .4- (A,^^.h- BJ^,) Av//.-h. ..] = (:;: 



Hone 



^ . — Xi 



'■^j 



(I'.) 



-«(' -+-:^)(rH-Co)H- a» [a; 'V^. -f- (A',h-B.)m:^. 



(AU-^-Bv..)^-''^^.-^-] 



• • • I "t~ # • 



Calcul de Xi — x ^ , 

On trouvera de la meme maniere en ajoutant a Xi — x^, x^ — a-_^ 
Honne par [0'], 



S^i X J 



..= «('-^i) (•>•..-(:_.) 



-J 



-a'[A,''///4-(A,-HB',)M,-h...-h(Aj^+,-f B'j^,) A'''f//-4-...J-4-ronsl., 



ou 



ronsl. -r 



a' 

-f- — 

2 



aT A, ''//u -4- (A, 

I -hb. 

[ ■^*- 



B'.) 



M. + ...-l-(A,,+, + B',^^,) 



AV M, 



'«;-f...-i-A;^ 

-h B>p— 1 



A-V-'Mo 



] 
] 



Or, les relations (p'), (p") donnent 



Av-. + B;,.., ^ B„=.: A;^^, + B,,^, + i (a; -1 B,,_.)- 

On aura done, en dcsignant par T la somme des deux termes en A^^'w^, 
A-^''"' ^0' 1"* ^^ correspondent verticalement, 



T = -a'(A;H B,,..) Q Avv/.- Ia-/'-./.) - a'(A;^^, - B,,...) A=^/v 
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Considerons d^abord le premier terme de T; on a, par def]Dition, 






Substituant dans T, il vient 



done 



T=. «»{A;^ + B,^.) 1 Av- 1/ , - «'(a;^, -^ B,,^.) A'^i/.; 



const. — — 






A. H- . . . -h A*/* «o 



2 -T 



(A;^,^B,^.)-f-.. 



Er comme 



I 



A'/* M, A'^' a , = A-»^ tt , , 

2 - y - -,- 



on a 



const. = — a'F Ao V ^ -^ . . . -h (A;^, 4- B,p^^) A-v u^^ 
done, enfin, 



••]-Cl.; 



(Q.) 



x,-x_.=«(/ + i)p-_.+C_,) 



«' [a, "«, + (a, + B,') a. -+- . . . + (A,,+, + B;^^,) Av m, +...] + C_ j^ , 



En resume, nous avons obtenu les formules suivantes : 



(R) 



^■•-f 



Premier cos, -y =z u, 

at 



X 



— QLik.'u, ,-t-A,A'U^ , -f-. ..4- At-A'^^'tt ,-+-. .) -4- 



c 



X, 



X 



J?o 



^ -- a (a; 'a\ 



-f- A', A-' w,- -f». . . -f- A',^ A-*/^' w.- 



-f-. . .) 



c. • 



»7 



s 



r 
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Deuxi^me cas, — r— = u 



dr 



i"-:- 



«:, 


-— 


2 


:.:; 


«; 


— 



; "=.^«'rA'V , + (A',-4-B,)a* ,-i-... + fA' -+-B,,+,\A-vm ,^ ••1-1^,. 
-j ~».-r:a'[A,"«. +(A, + B',)M, +... + (Av+, +B;^,)Avw, •^•••J"' c'' 

- a ( A', 'ill -h A'j A- ' M. -h . . . 4- A;^ ^-'p ' u. -4- . . ) , 

-u — a/A//£ , -hAjA'M , -I-...-4- A,^Av~'a , -f-...), 

— «,[A,"«. + ( a, -t- B, ) a, +.. -h (A,j„.,-i-B',^,)Av«, +...J, 

a , ^--a'fK'/u , -f(A', +B.)«" ,^-...+ (A' +B,,+,\A-v« , + • • • |. 

C 3r a (I H- I ) (:r_, 4- C_ , ) -^ C . , c = « ^1 + ^) (/. + CO + C'„, 

c. ^a (/ 4- ^) (r_ . + c_ .) -f- c , , c'.r:-- a/(r.H- Co) + c; . 

Voici les vaieurs numeriques des coefficients, seulement pour les 
premiers termes. On trouve, par les formules qui expriment ces coeffi- 
cients, 

4 _ i __ ' i _ '7 i ^^7 

24 5700 967 680 



I 



7 . K. ^ '29 



B',= + -.-. B',=: - ^-^, «,. + 



rT 5 



24' '^^~ 5760' *" 967680 



I?/ ' ^ 240 " ^"~ ' 60480 

12 * 720 ^ (10480 



B.^ + ~, B3 = ~— ^ 



__^ ^_ ^ jj _ , 407 

24 ' 5760 ' 822660 

a;+ b, = - -1, v. ^- B, = + --^, a; i b. ^ — ^. . 
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La colonne/| coniient lesdi verses valeursdu temps pour lesquelles on 

a calcule a -s—- 

at 

La colonne aa, les diverses valeurs de a ^• 

Les colonnes A* (aw). ,, A''(aa), contiennent les differences pre- 

niieres de aui et les moyennes arithmetiques de ces differences pre- 



mieres. 



Le premier nombre de la colonne ol'u.^x est egal a 7-0,751; 

les autres s'en deduisent par la condition que les differences premieres 
de cette colonne soient les nombres correspondants de la colonne aui. 

Les trois dernieres colonnes s'expliquent d'elles-memes. 

2^ Soit^ la perturbation de la coordonnee x d*une planete, pertur- 
bation comptee du 23 Janvier 1866, epoque que nous d^signerons en- 
core par / , . 

Comme I'orbite troublee est tangenle a I'orbite elliptique au point 
correspondant k cette epoque, on a 



2 

Si, prenant a= 3o jours, on desire les valeurs de ? pour les epoques /«,, 
^, ^,.-.,^, on calculera a* ^rr P^ur ces differentes dates, et si les 

differences secondes sont negligeables, on aura, par la troisieme for- 
mule (S), 

L= a} ["Ui -f — ui\ — Of} "Ui -4- — a' m, , 



avec 



ou 



C , — o, C\ -.0 






On construira done le tableau suivant. 
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Dans les deux methodes, le calcul offre a rorigine une parlie com- 
mune que nous presenterons d'abord; nous separeronsensuite les ope- 
rations relatives a cliacune d'elles. 

Par tie commune aux deux methodes. 

29. Apres avoir fixe I'instant initial /_, du calcul et Tetendue de Tin- 
tervalle de temps a, on calculera, pour les epoques /., -f-a, /«i -f- aa, 
/-, -4- 3a,. . . : I** les quantites a, r, ^^ v qui se rapportent a Ceres; 
2^ les lieux heliocentriques de Jupiter. On aura soin de rapporter toutes 
les longitudes a un equinoxe fixe, soit I'equinoxe de 1 866, Janvier i ,o : 

i'' Elements de Ceres; calcul de a, r, s^,v. 

Pour 1 866, Janvier 23, o, le supplement au Nautical Almanac i866, 
donne 

€=125.58.23,7, 9 = 10.36.27,3 
cj= 148.20.43,9, X ^^ 4'^6.i3,4 
6 =r 8o.49.44>6, n = 771^,02 100 

Ces longitudes £, rs, 6 de I'epoque, du p^rihilie et du nceud sont 
comptees de Tequinoxe moyen de 1866, Janvier a3,o. Nous les redui- 
v«;ons a Tequinoxe moyen de 1866, Janvier 1,0, en les corrigeant de la 
precession correspondante a la difference des deux dates ou en les dimi- 
nuant de 3",o3. Les valeurs corrigees €|,Gr,, 6^ sont 

£1 -= 125.58.20,7 
cj, = 148.20.40,9 
0,= 80.49- 4 ''6 

//. ^, r, V se calculeront au moyen des formules 

siny . 



I . I 



V^ sin - i' = sin- «.^a(i-+- e), 
^ 2 2 ' 



I I 



Vrcos -v^j:. cos- u.^aii— e)y 

2 2 ' ' 

L* = f -f cj — B-=.v -\- my — 6,. 
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log flf = 1,9927 I, 

log 6— 7,99982, 



// 



A = 7:— 9.19.42, 
B=: 4-80.58 58. 



t. 




log r^. 


>og j\' 


log z,. 


866. Janvier. 


8,0 


0,07770. /I 


0,35344 1 


r, 46009 


F^vrier. 


7iO 


0, 16683. n 


• 

o,3i58r 


1 ,52277 


Mars . . . 


9,0 


, 23490 . n 


0,26696 1 


1,57141 


Avril . . . 


8,0 


0,28759.71 


, 20393 1 


',60879 


Mai. . .. 


8,0 


o,3283o./i 


0,12187 1 


",63674 


Juin . . . 


7»o 


, 358()8 . n 


0,01168 ] 


[ ,6563o 



2® Calcul de x\ v', z' et de p'. 
Ces quantites sont donnees par les formules 



.r' — r 


'cos A' 


cos/', y' -~ 


= r' cos A' sin/', 


z' — r'sinA' 






P"-l 


[x.^x'y-^-(y.^y'Y-^(z 


1 




t. 




log x'. 


logy. 


log z'. 


log /s'. 


1866. Janvier. 


8,0 


0,00039 


0,70781 .n 


3.63458. /i 


0,88569 


Fevrier. 


7»o 


0,08623 


0,70274./! 


5,976»9" 


0,88147 


Mars . . 


9»o 


0,15717 


0,69679./! 


2, 16460. /f 


0,87665 


Avril. . . 


8,0 


0,21741 


0,68990./! 


2 , 29485 . n 


0,87120 


Maix- • • 


8,0 


0,26956 


0,68205. /I 


2 , 39428 . n 


o,865i5 


Juin . . . 


7iO 


o,3i533 


0,67318./! 


2,47442.// 


0, 8584 7 


3^ 


Calcul de -r^ 


r/R or dK 


a' JR 





Ces quantites ne dependent que de ^r, j, 2; x\ y, 2'; r', p' qui sont 
actuellement calcules, et de k, m' , dont voici les valeurs : 



log A' r- 2,23558, log///' =: log — r- = 4i9788i . 



28. 



2^0 

On trouve 
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</R 



dK 



" sin i" djr " sin i* dj 



1866. Janvier. 
Fevrier. 
Mars. .. 
Avril. .. 
Mai. . .• 
Juin. ■ . 



8,0 

9»o 
8,0 

8,0 
7.0 



I , 07660 . n 
7,13919-/1 
1 ,i885o.n 
1 ,2^670. /I 
I ,2555o.n 
1 ,27544*'^ 



o,o2i4o 
0,01895 
0,01604 
0,0 1 7.65 
0,00896 
0,00497 



a* dK 

^^e Sir? -27 



2,50695./! 

2,56954./! 
2,62332./! 
2,67001 .n 
2,71 068 . n 
2 , 74603 . n 



4"* Valeurs numdriques des quantitds de Varticle 3** ou de 



a' 



^ 

sini" (ir 



a' 



d'n 



a' 



rf*? 



Sim" dt' Sim*' dt 
niation) et quadrature. 

On a 



7 » quand on ndglige ^ , >? , ? [premiere approxi- 



d'H 



<^; 



^? 





f. 




sini" dt* 


sini" dt* 


sini* dt* 


1866. 


Janvier. 


8,0 


If 
0,119 


4-1 ,o5i 


--o,o32i 




Fevrier. 


7»o 


o,i38 


-4-1 ,045 


— 0,0371 




Mars. .. 


9»o 


— o,i54 


4-1,038 


—0,0420 




Avril . . . 


8,0 


0,169 


-4-1 ,o3o 


—0,0468 




Mai .... 


8,0 


—0,180 


-4-1,021 


— o,o5i4 




Juin . . . 


77O 


0,189 


-4-1,012 


—0,0557 



La troisieme formule S, appliquee a ces trois series [voir n^' 28, 
Section 11), donne respectivement 



t. 



f.. 



V 



1866. Janvier. 


8,0 


—0,016 


F6vrier. 


7»o 


— 0,016 


Mars . . , 


9>o 


— o,i55 


Avril... 


8,0 


o,447 


Mai. . .. 


8,0 


0,908 


Juin . .. 


7»o 


— 1 ,55o 



o, 182 
o, i3i 
1,175 
3,258 
6,371 
T-io,5o4 



— 0,0042 
—0,0043 

—0,0417 

— O, 121 I 
-0,2471 
—0,4245 
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5^ Calculde 






X, ^ n z 



oiiVon remplojcera ?, >}, ^por §i, >j|, ?i, ^/ irpar — 5j -4- — >?i n — ?i 

Ir ^9 f*« 



On obtient 








- 






r. 






^)- 




Sr\ 


*':'(? -3^- 


866. Janvier. 


8,o 


— 0,002 




n 

-HO,oo3 




+0,0007 


Fevrier. 


7»o 


— o,oo3 




-h0,002 




4-0,0008 


Mars . . • 


9'<> 


— o,oa8 




-i-o,oi4 




-f-0,0073 


AVTll. . . 


8,o 


— o,o8o 




-4-0,019 




4-0,0202 


Mai .... 


8,o 


o,i49 




— 0,001 




4-0,0373 


Juin. . . . 


7»o 


— 0,2l6 




— 0,061 




4-0,0547 



En ajoutant les nombres de ces trois series respectivement a ceux des 
trois premieres series de 4"^, on oblient des valeurs plus exacies pour 

sini" dr ' sini" dt^ ' sini' di' ' 
Ces valeurs sont 





f. 




g« d*i 
sini" dt^ 


g« rfS 
sini" dt^ 


g» i/«? 


1866. 


Janvier. 


8,0 


It 
— 0,121 


It 
4^1,054 


— o,o3i4 




Fevrier. 


7>o 


o,i4i 


4-1,047 


— o,o363 




Mars. . . 


9>o 


— 0,182 


-hi ,o52 


— o,o347 




Avril.. . 


8,0 


0,249 


4-1,049 


—0,0266 




Mai 


8,0 


0,329 


4-1 ,020 


— o,oi4i 




Juin. . . 


7>o 


- o,4o5 


4-0,951 


— 0,0010 



On deduit de ces valeurs num^riques, par la formule de quadrature 
qui a servi a I'article 4^ des valeurs de £, >?, ^ plus exactes que f^, 
y?,, ^1, et que nous avonsdeja designees par §2, iq2» ^2- 



224 
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sini". 


• 


a'2ff = - [7,69835.71] (7 


r 

)R;-[7,59oo6](8)S'.. 


[7,58^66. »] 


7,59i9t>. 


[i,4i?42./i 


[i ,59328' 


1 , 11171 ./I 


[1,59412 


[7,37577 ; 


[1,59436] 


[1,12693 J 


1,59408 


01- -ff^ [i,69825.n](3 


(cOSi'-HCOSM). 

)r;4-[o,24346](3)s;. 


[7, 58266. n] 


0,26924] 


[i , 41242. n] 


0,28713] 


[i , 11171./1 


0,29763 


3,37577 


[o,3oio3] 


[7, 12693 ; 


0,29739 


COS V. r. / ^ 


H-iJrsini'. rsinu. 


[7,93777] (9)R;- [0,40994] («o)r;h-[o 


,4a4o6./i] (I i)S;4-[o, igSoS] (6)W; 


[7,96564] [0,40808] [0 


,30759./?] [0,25776] 


[7,98498] [0,4067a] [0 


,i3667./i] [o,3o64o] 


[7,99633] [o,4o588] [7 


,83557./!] [0,34378] 


[0 , 00000] [0 , 4o564] [2 


,09951 ] [0,37173] 


[7,99607] [0,4059a] [7 


,85o82 ] [o,39ia9] 



Cdn 

V5- 



dt. 



2^ Calcul des Ueux de la planite perturbatrice rapportis a Vorbile 

de Ceres, 

a. Les iicux heliocentriques de Jupiter Z'^, A'^ pour Janvier 8 et 
/'j, A', pour juin 7 donneront d'abord les elements Q\ f' de cette pla- 
nete au moyen des formules 



sin[i(/'. ^/'.)-0']lang9'zz: 



sin(A'. -+-A'.) 



2 cos A', cos A', cos - ( /'i — 1\ ) 



oos[A(/'. 



+ /', ) - 5'1 ung?' --= 



sin (A', -A',) 



2 cos A', cos A', sin - (/', — /', ) 



DES PEBTURBATIOJVvS DES PETITES PLANETES. 
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On trouve 



0'=:.99«I'I7",9, 9'-rz:,Ol8'4o",a. 



b. On cherchera ensuite N, N', J au moyen des formules (6) Hu 
n*' 10, Section I, 



N r: 
J rz 






" f IT 
2.30.54949 

— - 20.40. i4>o> 
-h 9.22. 149O. 



c. On calculera les longitudes de Jupiter dans son orbite U au 
nioven de la formule suflBsamment exacte 



L' rr: /' -4- lang' i 9' sin 2 ( /' - 0' ). 

Apres quoi les formules (8), n° 10, Section I, donneront |S' etX'. On 
trouve ainsi : 



/. 



L'. 



X'. 



/3'. 



1866. 


Janvier. . 


8,0 


/ 1/ 
281. 5.52,7 


/ u 
22 . 28 . 23 


/ V 

3.36.35 




Fevrler. . 


7>o 


283.35.42,8 


24.56.59 


3.58.54 




Mars . . . . 


9>« 


286. 6.11,0 


27.26. 12 


4.20.54 




Avril . . . . 


8,0 


288.37. 17,4 


29 56.6 


4.4^*28 




Mai 


8,0 


291. 9. 2,2 


32.27.2 


5. 3.33 




Juin 


7.0 


393. 4 '.^5, 7 


34.58.38 


5.24.14 



d. On passera alors au calcul des quantites rr'i,/^, z^ donnees par 
les formules (7) du n** 10, Section I. On en deduira p\M : 



/. 



logx',. 



logr',. log*,; 



logp'. 



log A'. 



866.Janvier. . 8,0 


0, 69428. /t 


0,19606 


I ,5i5o5 


0,88569 


3,69099-/1 


Fevrier. . 7,0 


0,67935./* 


0,29860 


I , 55670 


0,88147 


3,68925./! 


Mars. ... 9,0 


o,66o38.n 


0,37902 


T> 59394 


0,87665 


3,68648./! 


Avril. . . . 8,0 


0,63701./} 


0,44401 


1,62746 


0,87121 


3,68253./! 


Mai 8,0 


0,60882./! 


• 

0,49725 


7,65781 


o,865i5 


3,67728./! 


Juin 7,0 


0, 57534. /t 


0,54126 


7,68536 


0, 85849 


3,67056./! 


Annates scicntifiqttes de VEcole Norwalc sup4rieure. Tome V. 
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SUR LE CALGUL NUM^RIQUE 



30 Cofco/ rf^ R' S' W' 



c. 



iogJR',=(i)[A'x'.-4;lj ioe|w'.=(.)[Ay.]}. 1ob|s',=(.)[a'»',]| 



866 



Janvier. 


8,0 


, o5635 


2,99240.11 1 


1,67341 .w 


Fevrier. 


7»o 


0,08098 


i,o323i.n 1 


r,7742i./i 


Mars . . . 


9»o 


^> 99708 


I, 06678. n 1 


r,85i86 /I 


Avril. . . 


8,0 


1,95287 


I , 09635 . n 1 


r, 91290.11 


Mai . . . . 


8,0 


7,89577 


i,i2i45.n 1 


1,96089./! 


Juin. .. 


7»o 


1 , 82 1 7 1 


1 , 14228.11 1 


1,99818.11 



4"^ Valeurs numiriques des seconds membres des equations (U). 

On les obtient en substituant, dans les equations b de Tarticle i 
leurs valeurs a (i), (2), . . ., (i i), R'^, S'^, W^ : 



t. 


• 


30 ^J'. 
dt 


'»j- 


-:;;■• 




30 J. (30' 


^--j 


iS66.Janv. 


8,0 


— i8',ao8 


—0,200 


-0*837 


+0,5 1 2 


-3",844 


-5,906 


F6v.. 


7,0 


-18,959 


-0,195 


— 1,060 


■4-0,625 


-4,181 


-5,558 


Mars 


9>o 


—20,750 


—0,181 


— 1,283 


4-0,732 


— 4,5o6 


— 5,140 


Avril 


8,0 


— 23,5l2 


—0,1 59 


->,497 


-ho,83i 


-4,798 


-4,655 


Mai.. 


8,0 


-27,1 1 3 


—0,128 


-1,69a 


-H),9>9 


-5,o36 


-4,106 


Juin. 


7;0 


~3i,344 


—0,090 


-1,856 


+0,994 


— 5,aoa 


-3,443 



5° Une quadrature premiere appliquee aux siries numiriques precddentes 

donnera immSdiatement 

acj., 3©, 30,, 3o3/i, dxf ^'-~r r^T^'*- (^o'> n*» 28, Section II.) 

Une simple division par 3o donnera ^n; JL se deduira de 
(&L— I I -^dt^j par I'addition <lc / / 37 ^^^ quefoumira d'ailieurs 

une quadrature seconde appliquee k la s6rie numerique ^o^ ztt* On 
arrive ainsi aux resultats suivants pour ie 8 mai : 



I 


)ES PERTU 


RBATIONS 


DES PETITES PLA.1VETE.S. 


2^7 


/. 


S^,. 


S^. 


^0,. 


3oo/?. 


^/. 


oL. 


1866. Fdvr. 7.0 


— 9^ 34a 


u 

—0.098 


— o,5o2 


-|-o'',3o28 


- 2*048 


-- 2'; 748 


Mars 9,0 


~a9»"3 


-0,287 


-1,674 


+0,9820 


- 6,394 


- 7r469 


Avril 8,0 


—51.169 


- 0.458 


-3,o65 


+ 1,7643 


— II, o5o 


— II. 007 


Mai 8 . 


-76,4^0 


—0,602 


-4,662 


-J-2:64o3 


--15,972 


— l3,200 



Nous trouvoDS, en resume, les perturbaiions suivantes du 2Z Janvier 
»u 8 mai 1866 : 



i'* mcthode. 



dL — i3,2io 

ijSx —76,295 

W, - 4,658 

^X -"5,969 

5o — 0,601 

d/i -4- 0,0878 



2*' methode. 


Difference des resullats 
(i'* m. — j' m.) 


— 1 3 , 200 


— 0,010 


— 76,4^0 


-f-0,I25 


4,662 


+o,oo4 


'5,972 


-4-0, oo3 


— 0,602 


-f-o,ooi 


-h 0,0880 


— 0,0002 



"9' 
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Maniere de dSduire les fonctions V des fonctions U. 

On trouve facilement en calculant les coeflicienls de a}, a^b, ab'^ 
et b^ dans le developpement, suivant les produits des puissances de a 

et de b, de rexpression [(i — oa? — by)* — (a* -\- b*) (x* -\- y^ — \)] ' , 

U,..= -(5a;'+3xr'-3a:), U.,,= i {5/'+ 3x»/- 3/), 
3 3 

Eulevons, dans les seconds membres de ces egalitei^ les ternies de degre 
inferieur au troisieme, et considerons les egalites ainsi reduites comme 
formantun systeme de qualre equations a quatre inconnues (^' j, (^^)» 
(x^y)^ (j'*)' J'^i i^^'s entre parentheses les quantites a;*, a?/^, .r^/, j*, 
qui n*ont plus leur signification habituelle si on laisse a Us^o? U2,i, 
U|,2, Uo,8 leurs valours effectives. En resolvant le systeme d'equations, 
on trouvera, par un calcul facile, 

(r')= ^U.,,- iu,,, , (:r^j)=: ^C.,.- i U.,3. 

■ 

Les seconds membres de ces formules deviennent, quand on y reni- 
place Uj.o, U|,a, Uj.o Uo,, par leurs valours, 

2 8 '•' -^ 6 24 ^•''' 

ce qu*on reeonnaitra facilement, si Ton se reporte aux valours suivantes 

Ue Vo,8» ^ iy2y y 2,n ^8,0» 

V,,. = 8^*~ ^x, \i,2 = ^ixy'—^x, 
V..8 = 8j^> - 4 J, V,,, = 244;'/— 4/. 

Annates scientifiques de Vtcole Nor male sup^rieure. Tome V. 3o 
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En general, considerons les egalites qui donnent les valcurs de loutes 
les fonclions U|„,„, pour lesquelles la somme m-hn est constante et 
egale a k, et, supprimant dans les seconds niembres de ces egalites les 
termes dont le degre est inferieur a k, regardons les egalites ainsi 
transformees comme formant un systfeme de A + 1 Equations du premier 
degre a* -4- 1 inconnues a?*, a?*~*y,..., a^^*"*,...,y*. Onendeduira, 
par exenople, pour a?'^y*~'^, Texpression suivante : 

(x*/*-*) = alio.* + (3U,.*_, -h yU^-. -+-..., 

quelquesunes des quantites a, ^, 7, . . . pouvant etre nulles. 

Je dis que cette expression , quand on y remplace Uo,*9 U, ,a.| , U2,a-2> • • • 
par leurs valeurs, devient, sauf un facteur constant, la fonclion Va,*_a« 

En effet, remarqiions d'abord que le seul lerme de degre k dans 
cette expression est le terme a/^y^''^ avec Tunite pour coefficient; c'est 
une consequence de la maniere meme dont on a forme cette ex- 
pression. Cela pose, developpons le polyndme aU©,* -H |3U,,^, h- . . ., 
suivant les fonctions V, de cette maniere 

a Uo,* -f- (3 U,,4_, -h . . . =\ Ajt,v V^.». 
On determinera A,i,v par Tequation 

les variables dans I'int^grale satisfaisant k la condition x^ +jk^ = > (*)• 
D'oii Ton voit d'abord que A^,v sera nul si jx + v est different de k, 

car chacune des integrales j j Uo,a U,i,v ^ ^> / / U«,*_, li^^^clxdy,... 

sera nulle. II faut done que |x + v soit ^gal k k. 

Si Ton se rappelle la forme sous laquelle M. Hermite a mis la fonc- 
tion U^,v> on verra, par une transformation facile, que I'integrale 



// 



(a U.,* 4- p U,,*_, -f. . . .) U^„ dxdx 



(*) Je ne r^p^terai plus cette condition qui tntervient dans toutes les int^rales suivantes, 
elle sera sous-entendue. 
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est cgale a 

MainteDant, on reconnait clairementi puisque le seul terme de de- 
gre A, qui existe dans (a Uo.a -+- jSU,,*-, -♦-...)» ^st ccf^y^''', que Tin- 
tegrale precedente sera nuUe, si Ton n'a pas /x = A, v = A— A. Le 
theoreme est done demontre. Le coefficient de Va,a_a sera donne par In 

formule 

h\{h-h)\ 
Am-* = —7.7^, 



Equations lineaires aux d6rwees partielles awxquelles satisfont 

les fonctions U,„ „ et V^ „. 

Soit 



Considerons la fonction homogfene 

on aura 

dl dJ dJ , 

ou bien 



X 






dx ^ '' dy -\'" T ..y dxT dy 



Si I'on fait z = i, dans cette egalite, il vient 

^SJ-*-^^--^^'"-^'*^ d^^ = (m-.-n)U, 

d'oii Ton tire 

3o. 
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D'un autre cote, soit 
on en tire 

JO 

— =2(m-+-/i)^(j:* -f- J* — i)"*^"'. 

DifTerentiant cette egalite m + i fois par rapport k ^, et n fois par rap- 
port a J, on a 

—--—==2{m-^n)x ^+. rf^.« 

+ 2(m + «)(m+.) 's^d^ 

En tenant compte de la relation (i), on trouve done I'^quation sui- 
vante, k laquelle satisfait la fonction U, 



rf»U 

— X 






(2) - < rfx» rfj? 

.r rfu rfu , .-,1 

On a de meme I'equattOB 

.r rfu rfu , ,,tT 

On pent remarquer I'analogie qui existe entre ces equations et Tequa- 
tion difTercntielle du second ordre a laquelle satisfait la fonction X„. 
Cette derniere equation est 



I — x»)-j^ —-ix-^ +«(n + i)X. = o, 



et peut s'ecrire 
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qui peuvent s'ecrire 

(A-+-i)(2^ — A — A*) = o, 

(/f4- i)(aj — /i — /r)ziro, 

d'oii 

Cela pose, soil P =\ OL^^s^^y^ un polynome du degre ay; cherchons 

a en determiDer les coefficieDts de maniere a ce qu'il satisfasse an sys- 

teme (4). 

On aura une serie d'equations analogues aux suivantes : 

I (v -l-2)avL.v+a = (fx -f-v — 2g)a^.,. 

Supposons que Ton ait /x -i- v = ay — i. Comme a|n.2.v est nul, on 
voit que o^^^ k sera egalement. Done le polynome ne contient pas de 
termes du degr^ 2y — i . On en conclut immediatement qu'il ne contien- 
dra pa's non plus de termes du d^gre xq — 3, et en general de termes 
du degre 2q -^ k, k etant impair. 

Donnons-nous la valeur M de ociq,^. La premiere des equations (5) 
nous determinera, au moyen de M, les valeursde a2^-.2,o« ^2^4,o*«--« 
a©,©, et Ton aura 

La seconde des equations (5) nous donnera successivement 

Nous determiuerons done ainsi, au moyen de M, tons les coefficients 
des termes x^y", dans lesquels /x etv sont pairs^ et pas d^autres. Par 
consequent, nous trouvons un polynome qu'il est facile de mettre sous 
la forme M [x^ -+-/' — i)^- 

On pent faire ace raisonnement une objection. Je ne*me suis passervi 
de toutes les equations (5) oil enlrent des coefficients ^2^.34,2*; mais il 
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Comparant successivement les egalites (7) et (9), (7) et (8), (7) et 
(10), (6) et (7), on conclut 

ay {£'"0" — J— ^ — 6 > a'^(y . ^ 

^md «/ ^ "-^ 

d'oii Ton deduil les relations suivantes : 

Dans la derniere egalite, je substitue a la place de — ^^^^^ et — p^ 

leiiis valeurs x - j^-•-" - (m - i) V,„.|.. et 7^"^' - /*V,„^,.„ tirees 

(les relations (1 1) et (i3), apres qu'on y a remplace, dans la premiere, 
m par /n — i , et, dans la scconde, n par /i — i . II vient alors 

,,5) („,+ „ + ,)V_,.= -^-x-^--r-;^- 

Difl'erentions par rapport a x : nous aurons 



.Mais 



//V r/:V /l^V th\ 

^ ' dx dx^ dx' -^ dx^ 



J X . "-— III «!»/•« 

(tx ax 
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a cause de Tequation (ii); 

dx^ ~ dx ^ ^ dx 

m 

a cause de la relation precedente; enfin 

dx* dx dy 

a cause do la relation (12), et cette derniere expression est egalc, en 
vertu de Tequation (11), a 

X —i — ; vn 



dx dy dy 

Done on a, apres reduction, I'equation 

^^ rfv d\ 

On trouverait de meme 



j('-r') 



//»V d^\ 

— xy 



En ajoutant ces relations (16 et 17), on trouve Tequation 

d'^\ d^V //»V 



- 3j: -^" - 3j- -^ + (m + n)(m -h /I -f- a) V-... = o, 

a laquelle satisfait, comme nous Tavons vu plus haut, la fonction U;„,,;. 
On peut remarquer que ces Equations (16) et (17) peuvent s'^crire 

• 3i. 
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(le la manierc suivante, en y rcmpla^ant V;„,„ par V : 



.r rfV rfV , ,,.1 









r ''v rfv , • ,^,n 

r rfV dV , ,-,"1 

Chcrdions a satisfaire aux equations (i6) et (17) par un polynomo. 
Soil AxPy'' Tun des tennes du plus hautdegre. 
On a les deux equations 

— p(p — i) — pq —{n -hS)p -h/w^-f- m{m -h n -\- 2) —. o, 

— q (q — i) — pq — [m -h 3) q -h np ■+- n^m-^-n -k-7,)=^o. 

Kn les ajoutant, on trouve, apres reduction, 

— {p-^q){p-^q-^'^)-^[ni-^n)(m-^n-\i]^^o, 
d'oii 

/> -1-^ = m -f- /I. 

En les retranchant et remplagant dans le rcsultat p^ — q^ par 

(p — q)(m-^n), 

on obtient une equation du premier degre, qui, combinee avee Tequation 

/> -f- g = m 4- n, 
forme un systeme dont la solution est 

p -_rr m, q ■=. n. 

On voit done que le seul terme de degre m 4- /i du polynome, qui 
est la solution du systeme (16) et (17), est un terme en af^y". 



> 
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Pour (lonner une application de ces equations aux derivees priftielles, 
je vais en conclure les egalites 

/ / U,,„ V^,v dx dy = o, I / U.,„ U^,^ dx dj = o, / / V«,» V^.v dx dy = o, 

(|uand m -4- 71 est different de fx -+- v. 

Reprenons I'equation (i8), dans laquelle nous remplacerons suc- 
cessivement V^^ par U et Y; nous obtiendrons ainsi deux equations. 

Multiplions la premiere par \dxdy, la seconde par Vdwdy; retran- 
rhons les resultats, et integrons entre les limites x^ -h y^%i; il vient 

J J -^ \ dxdr dxdyj ^ 

Nous aliens deniontrer que le second membre est nul. 
Pour cela, je remarque que Ton a les identit^s suivantes : 

<— >{vS-«S)-''(vS-''i^) 

4,._.._,.,(vg_.^)] .„ 

dx '^ \ dx^ dx^ ) 

>--'(v^-"|J)-v(vf-4^) 

•^ \ dx dy dx dy) \ dx • dx J 

^ a yxry ^^ v^^ i I ^ ^ ^ rfU _ rfU rfV\ 

djr '' \ dy dx dy dx J ' 
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-^ \ dx dy dx dy '^ \ dy dy ) 



'^ V^'V'd^ ^ dy)\ ^ (!iVd\_dX dV\ 
dx • \ dy dx dy dx ) 

Si Ton observe, en outre, que les inlegrales 

Ol 



//4'--^-'( ;S-"f)] 



dxdy 



sont Dulles, on verra que le second membre de la relation donnee plus 
haut se reduit a 

./::v{vs-«£]/r./.>-[vf-u-x., 

I/indice x^ qui se trouve a droite de deux eroehets* indique que Ton 
a la difference des valeurs que prennent les quantites entre crochets, 

lorsqu'on y remplace successivement x par -+- xi—y^ et — ^i—y^- 
L'indice J plac6 a droite des deux autres crochets a une significa- 
tion analogue. 
Je vais demontrer que Ton a 



X>[^S-S]/-=/.>[-(vS-S)]; 

Pour cela, je considere un terme quelconque Ax'^y^ du polynome 

V ^ U -T—'t nous allons voir qu'il donne dans les deux integrales le 

memo resultat. Ce resultat est zero, si p est pair, et aussi, dans le cas 
oil /? est impair, si q est impair. Dans le cas de p impair et q pair, les 
deux resultats fournis par le terme en question, dans les deux inte- 
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En resolvant ce systeme par rapport ^j^^^'J'^ ^^ Tecrira de la 



• * 



maniere suivante : 



/ dV 

On en dcduit, en differentiant la premiere de ces equations par rapport 
a y, la seconde par rapport a Xj et en retranchant membre a membre 
les relations rcsullantes, 

2 (7 -4- I) (a: -J- —r-j-) ==(«-r')?'(r)~3/9(r)-h3jr4>(j:) — (i-:r»)'f(j:'). 

Mais les equations (19) donnent 

rfP rfP ,. . , . 

"^TiP^^di ^^•^+('^)-^^'?(^')' 

de sorte qu'on a, entre les functions ^ (a:) et 9(j)» la relation 

( I — j;») ^' ( J7) -f- ( 29 — I ) jrij^ ( j; ) == { I — /') 9' (7) -+- ( 27 — I ),r9 (7). 

Cbacun des niembres de eette equation est evidemment egal a une 
meme constante A. On en conclut les valeurs de ^j; {x) el 9 (r), savoir ; 






dx 



<p(:,-)^_C(i-.r')' ' + A(i-.r')'' ' r 



(i-x»r' 

dy 



o {i-rr 



Portons ces valeurs dans les equations (19), et r^solvons la premiere 
de ces equations. On trouve, en posant 
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4/ M«+i C^ dr C dx 



(i-r) 

dx 



-rXY^^^.A.X'- 



(l — «»— /^')»+' 



ResolvoDS de meme la seconde des equations (19'). En posant 

on irouvera pour Q' une valeur analogue a celle de Q; seuiement il y 
aura dans Q' une fonction arbitraire de a?, /(a?). II faut avoir identi- 
quement Q' = Q. J'ecrirai cette idenlite de la nianiere suivante : 



n(r)-hB 






'\-k\y \ dx 



Jo (i -x'r» 

L (i-x'-r')»+' J 



^ Wo (,_^,^»-tJo ('-^'-r'^' Jo Jo (.-^'-r')^*' 






i 

A 






_(._^.rT r_Jy__ r dx r^ r^ dx_ 

Jo (,_^,)'*tJo (>-^'-r')»*' Jo "^Jo (!-*'-/')'*■ ( 

Les termes sont disposes de maniere que le premier membre ne con- 
tieut que la variable y, et le second membre que la variable a;, comme 

Annates tcientifiques de I'icole Normale superieure. Tome V. 3?. 
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je vais le faire voir. Je le d^montrerai pour le second membre. La 
derivec, par rapport a y du coefficient de C, pent 6tre ecrite 



xy{\ — r') 



y-i 



7-' r^ —x^dx 



(I — ^2 — J')?-^ 

Si Ton intcgre par parties le terme du milieu, en considerant 

^----^——^7^, comme une diflerentielle par rapport \ a?, on reconnait 

immediatement que Texpression precedente est nulle. On verra qu'il 
en est de meme du coefficient de A. Done, en definitive, il faudra 
egaler les deux membres de Tegalite precedente a une constante D, ce 
qui donnera 

i. .= D( . - ^' - r')» + c ( . - r f ' ( I - ^' - r)']^ (,_^,_^..), ti 

Q-^- r'^ dr 



_ /■' A^ </>r dy 1 

Jo Jo (i-x^-r:?-J- 



11 est facile de voir que le coefficient de A est le second polynome que 
nous avons deja trouve comme solution du systeme (4)- Cherchons en 
effet les solutions de ce systeme qui sont des polynomes. Reportons- 
nous au systeme (19). II faut que ^[y) et ^[x) soient des polynomes 
entiers. Or, dans y(j), ie coefficient de A est un polynome entier. 
C'est ce qu'on reconnait immediatement au moyen de la formule de 
reduction 



r'"" dy _ ?(?_—!) /" dy . _j y 
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Done B = C = o. Mais le systfeme (19), pour etre satisfait par la solu- 
tion {x^ -H j^ — i)^, doit avoir ses seconds membres nuls. Done si A 
est different de zero, il n'a plus pour solution que le second poly- 
nome, qui, par consequent, est le coefficient de A dans la solution 
generale. 

Mais il est facile de demontrer directement que Ic coefficient de A, 
que je designerai par E^, est un polyndme du degre 2^, ne contenant 
que des puissances impaires de x et de y. D'abord on voit que E^ 
change de signe quand on change j? en — x, et aussi quand on change 
J en —J. Done si E^ est un polynome, il ne contiendra que des puis- 
sances impaires de x et de y. 

Si Ton considere les egalites 



r 



dz z 

: = » 



*° (i — z^y v>- 



At 



r- dz __ _j z_ ^ I r* dz 



on reconnaitra que Ton a 



L2J0 • — ^'— r' a Jo i — x' — y' 



_r C dx i|^ f. / I r-' dy \1 



Mais 



"Jo \' — *■' Jo • — •«'— rv 



dx . v^i — x^ -t- y 

T D 



X \j\ — x*-hx y /' *^_j£L_ ^^ 

_x r^ dy r r^ dx y p dx 

32. 



■)' 
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la forme 



B \/i — :c' P -♦- B f r • =^-^ log \ — ^ ' 

2.4.^. ..2^ 2 J I ^a y- 

P etant un polynome du degre 2q — i, on mettra le terme en C sous 
une forme analogue. 

Developpement effectif de la fonction Um,n au moyen des fonc- 
tions V, et de la fonction Vm,/i au moyen des fonctions U. 

Je vais faire deux applications simples du developpement des fonc- 
tions qui resulle de la consideration des polynomes U^,„, V,„,„. Je vais 
calculer effectivement les coefficients des fonctions Y dans Fexpression 
qui donne U,„,„, et les coefficients des fonctions U dans le developpe- 
ment qui donne V;;,„. 

Soil 

On aura 

A ,..v / / V^,v Up,,v dxdy= \ j U„,„ U^,, dx dy. 

On voit immediatement que fi -f- v doit etre egal a m -t- w, et que jui 
et m doivent etre de meme parite pour que X^^ ne soit pas nul. On 
pent done poser |x = m — 2^, v = /i -4- 2^% 2 A- pouvant prendre toutes 
les valeurs entieres paires comprises entre — /i et -h/w, et Ton aura, 
en effectuant un calcul facile, 

1 (m — /r 4- 1). . . (2m — 2/r) (w -h /» -f- 1). . . (2// -+- .?./i ) 

■»- 2*^»" ml n\ 

Soit de meme 



^ m,n ^ A^,vU,4,v. 



On determinera Aja,v par Tequation 



A ^,v / / Up,,v V^,v rfj; dx= I I V «.,« V^,, rfa- c/>-. 
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Pour ia meme raison que pr6cedemment, on pourra poser 

otk variant entre les memes limites que lout a Theure. 
M. Hermite a fait voir que Ton avait 



t « 



77 ab'—ba! 

c*est-a-dire 

7: ab' — fea' 

On conclut de la la valeur de Am-2k,n-t'2k' L^ calcul etant tres-facile, je 
vais me borner a enoncer les resultats. On (rouve 

^ 2^ (2a 4- i)(a -f- k)\{a - lf)\{m - fr — cc)\[rr^lf^^)V 

a est un nombre entier. Voici comment on prendra les limites a' et a'\ 
Si k est positif, on prendra a' = k, et si /• est negatif a" = — A. Ainsi a' 
est toujours egal a la valeur absolue de /*. Pour la limite a'\ nous con- 
sidererons divers cas. 

Soit d'abord m < /i. Si k est positif, on prendra a"= — A; si k est 
negatif, on prendra, pour a", m — k on n-h k, suivant que la valeur 
absolue dc 2 k sera moindre ou plus grande que n — m. 

Soit m = n. On prendra u" = m — k, si k est positif, et, dans le cas 
contraire, a" = /n- k. 

Soit, en dernier lieu, m > /i. Si A est negatif, on prendra la valeur 
a" =i n -h k, sinon, on prendra pour a", soit m— k, soit n-h k, suivant 
que ^k sera plus grand ou plus petit que m -- n. 
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Definition desfonctions Um,rn',/fi",... a yu variables, et forme ana/y- 
tique remarquahle sous laquelle on pent les mettre. 

Je passe maintenant a la generalisation des fonctions X„ Je Le- 
gendre, pour un nombre quekonque [i de variables. Les nouvelles 
fonctions Vm,m\fn'\... naissent du developpement suivant : 

[(i — oj: — 6j— C2 — . . .)'— (aM- 6*-h c-4-.. .){x^-\-x^-^ z'-H. . . — i)]"' 

ou les quanlites a, b, c,.., sont au nombre de /x, ainsi que les varia- 
bles Xf y^ z..., 

Je vais mettre la fonction {},„,m',m",... sous la forme suivante : 



^ ' ' J-i-^*"'+«<"-H- (^a.^ ji^ 2'~h. . .— l)"-*"'"'"^'""-*- 

Pour cela, je me servirai d'une forme particuliere de la formule de 
Lagrange, employee par M. Hermite dans le cas des fonctions U;„„ 
a deux variables. 

Soit 

or n / ^ ^ ^' \ 

(21) J { M ) — M — F I ^ -I- - W, / -*- - M, 2 H M, . . . J rzi u, 

\ .A 2 2 / 

une equation a une inconnue u. L'une des racines de cette equation se 
reduit pour a = o, 6— o, c = o,... a F(a:, j, 3,...). On aura la for- 
mule suivante, oil u designe cette racine, 

6 c 

- a, 2 H — £/,... 






(S>.2) '. ^'{«) 

Si Ton fait F (^,7, 2,...) = ^^' -f- j^ -h 3^ h ... - i, I'equation (21) 
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(leviendra 

ou bien 

4 
La racine qu'il faut considerer est 



,/ — 2 ■■ ^ ; :— i i i^ ^ '-' 

Par consequent 

Si Ton fait (a?,y, z,...) = i, la formule (22) deviendra 



f.,-M.ff^. 



[(1— fljc — 6j— cz— ...)* — (a»4- 6'-*- c'-h. . .)(x'H-7'H- z'-f-. .. — 0] 
""^ ml in' 1 m"I... 2"+"'-»^«"-^- • doT dy"^' dz'^ . . . 

ce qui denoontre Tegalite (20). 

Theoreme stir une integrate multiple. 
II est facile de voir qu'on a la relation 

(^3) / / I \im.m',m",...l^n.n'.n'^....dxdxdz. . .=^0, 

les variables etant limitees par la condition a?' -f- j' -f- 2' +...£ i, 
quand m-+-m' -h mT-h... n'est pas egal k /i -H /i'-+- /i" -+-.... 
Je le deduirai de la formule suivante facile a demontrer 



jjJF(^,r,^ ..) da^dr'dz '^\7. dxdydz... 
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Si I'on faitF(ir,y, z,...) = U„,;,/,„//,..., etquela somme/i-f- n'-h n"-}-... 
soil inferieure a la somme m -h m'-f-m" -+-.••, le second membre de 
la relation precedente sera evidemment nul. L'egalite (a3) est done 
demontree. 

Cherchons la valeur de I'integrale multiple 

( ^4 ) / / / ^'"•"'''""" U„.„/.n". dxdxdz,.,,, 

quand on a m -h m'4- m"-h... = /i 4- n' -f- /i"-h.... 
D*aprfes l'egalite precedente, cette integrale est egale a 



m\m'\ m"\. . . n! n'l n"!. . . a"-^'-^'-*- •*^-»-'«'-^"-^' 



La differentielle qui entre sous les signes I M est nuUe, si les 

sonomes m -h n, m' -f- /i', m" -h n",... ne sont pas toutes paires, et dans 
le cas contraire, elle est ^gale a 

(n4-n'-+-n''4-...)l (m -h n)I (m'-+- n')I(m^-+- n'')!. . . 






On est ainsi ramen^ a calculer Tint^grale 



(25) 



/ / /(i — ar'— ^''^ z'— .. .)^+"'-^'^'-^ -rfrrf/rfz. 



Or on a, en general, 



^""^^ffff^^'-^^"-^^'-^' ')dxdxdz = {^nY—L^JJf(h)h^ 'd/i. 

les p. variables dans Tintegrale du premier membre etant limitees par 
la condition 

Annates set eneifiq ties de Vicole Nor male supirieure. Tome V. 33 
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Je poserai 

e(^)=/(^), 

ce qui donne Tegalite 



/ 



¥{x)p(x)dx = o. 



F {x) etant d6fini par la relation UwjnVn'v.. = Y{x)/{x). 

On en conclut que le polyndme ¥{x) change de signe au moins une 

fois entre — v'l — j^ — 2' — ... et -+- \/i "~y'— ^* — .... sans quoi 
I'integrale, ayant tons ses elements de meme signe, ne pourrait s'eva- 
nouir» de sorte qu*on peut ajouter une nouvelle racine reelle aux pre- 
cedentes, et poursuivre ainsi jusqu'a ce qu'on soit arrive k la limite du 
degre de {x) ; c'est done par consequent m racines r^elles pour x, et 
en operant suv y, z, ..., on trouverait de meme le resultat annonce. 

En operant, comme nous Tavons fait pour les fonctions Um.^ a deux 
variables, on trouvera un systfeme de /x equations lineaires aux deri- 
vees partielles du second ordre pour la fonction Um,m',m",.... Ce systeme 
d'equations est le suivant, en posant 

rfU rfU c/U , , „ ,,. • „ 

X -T — ^T "Zj — ""^T/" -I-.--— (/n-fm'-i-m*'H-...)U = P, 

ou bien, en efTectuant les differentiations, 

— (m 4-1)7-3 (m -4-i)z-i ...4- (m -»- m' 4- m''-4-...)(/w -|-i)U = o, 

('-r)rfp-r^^:rfi-r^^:^-...^(m + m"-2)^ 
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Definition des fonctions \m,m\m\... et etude de i integrate 

Urn, m'./n%...V„, „',„•... dxdydz.... 



IIS 



Les fonctions V|„,,„/,;„//,... qu'il faut associer aux fonctions lim^M',- 
naissent du developpement suivant : 

On voit immediatement que la fonction y„,,m',m'\... est un polynonie 
du degre /n -f- m'-h /w" -+-... dans lequel le seul terme de ce degre est 
un terme en x^ y^' z"^".... Je vais demontrer que Tintegrale multiple 

/ / / ^m.m'.m'*, V„,„/,„/^ (ix df dz . . , 

est nulle, si Ton n'a pas en meme temps m= n, m'= n\ m" — w" 

et je trouverai sa valeur dans le cas contraire. 
Pour cela, calculous Tintegrale 

(27)1 / / U«,v.«i^.. (1 — 2rtr---26j— 2C3— -...H-rt'-}-ft*4-c'-f-...)~* rf:rc/v^2. 

Si Ton y remplace Vm^\fn'\... par sa valeur, elle deviendra, apres une 
transformation facile, 



u 



{i— nax — ibjr — 2CZ —.,.-\- a^ -h 6' -h c' -+-...)* 

Par une substitution orthogonalc, on tranformera la derniere inte- 
grale en la suivante : 



Br- i / / dxdydz. . . 



(i -— ^'— r*— z' — . . .) 



m-^-m' -^-m" -¥■ 



(i— QLrx -h r') 






oil r=zy/a* -h 6^ -H c* -f ... avec la condition x- -h y^ -h z'^-\- ... ^i 
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iDtegrons d'abord par rapport a ^^ z,.. .; nous auroDS, en nous ser- 
vant de la formule (26), 



"-''''-' iJEH^LH 



^ .'_i_-^/. 



'-Hw"-*. 

( I — 2 rjT -+- r' ) ' 



Si Ton pose h-^ (^i — x^)z, il vient 
Calculons I'int^grale 



— f"^' i^—^'y 



dx. 



(i — 2rr -h r*)' 

Nous deduironscette integrate des resultats obtenus dans le cas d'une 
ou de deux variables. Le cas d'une variable nous conduira a la deter- 
nnination de I'integrale^ quand ^ est impair; le cas de deux variables a 
la determination de I'int^grale, quand jx est pair. 
On sait que 

f^\,X^dx=zo ei r"^'x^rfa:=— ?— ; 
J- 1 J^i 2n-4.i' 

done 

/ X„(i — 2riC-4-r*)''rfar = 



2r" 



in -hi 



Or rintegrale d^finie du premier membre de I'^galite pr6c6dente pent 



.» » 



s ecrire 



— I — ^ ^ (i— 2rjc4-r*) 'rfo:, 



ou bien, par une transformation facile, 



1 .3.5. . .(2/1 —i) „ /*"^' (i — a;*) 



-hi 

L'Tj:^_Z_ 

2. 4.0. •.2/1 / /. . ^ixn+i 



.5...(2n^i) ^„ r _ 
.4.6. ..2/1 J_^ . 



(i— 2r;r -f-r»"» 
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L'egaliteprecedente donnedonc 

J-. , (I - ^ ^ I- r ^ ~ ^^^^ 1.3.5. ..(2n^ V) ' 

On voit, d'apres cela, qu'on coDnait I'integrale C, dans le eas ou fx est 
impair. Soit ju = 2fx' -h i. L'integrale (27) sera egale, apres reduc- 
tion, a 



^y+t ry 



1.3.5.. .(2|:jt'--i) a (jut'-f- m -h /?j' -4- /n*-i-...)-4-i ml m'\ m"\. . . 

Commc elle peul s'ecrire 

■ 

on en conclut que l'integrale 

/ / / dxdxdz\}m,n^,m». .\n,n',n'', , 

dans laquelle m et n, m! el /i\ /ti'" et n!\. . . ne sont pas egaux en menie 
temps, est nuile, et que, dans le eas contraire, elle est egale a Texpres- 
sion precedente, divisee par al^h^* d^ .... II est facile de deduire de ce 
qui precede la valeur de 

/ 1 \ dxdy^dz^y— lax iby - 7.cz — . . ,-^ a^ -\-b^ '\- c^ -^ , . .) ^ 

4- [(I- a'x— b'y- c'2V-(a"' -h ft" H-. . .) (^M-K^ -i ...— i)]" = . 

Cett6 valeur est egale, en efTet, a 



i'-i)Z< 



1 .3.5. . .(a/a' — i) ^ 2({ji' -i- n) -h I 

nzzo 

Posant * 

aa' -h 66' -h c<?' -+ ... - «, 

je suis ramene a faire la somme 

a* _ I a a} 



1 



rf=zo 



2 ( jut' -t- n ) -*- I 2 a' -r- 1 2 a' -- 3 2 ^' -^ 5 
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II est tres-facile de trouver celte somme. On a, en efTet, 
done 

2fx'-{-i 2|[ji'-4-3 Zfx'-hS «!"' \ 2 |[ji' -4- I 2|[ji'-f-3 " / 

II faut remarquer que la recherche que nous venons de faire de l*inte- 

grale precedente suppiDse que r = y/a^ -h 6* -h c* est plus petit que i, 
ainsi que aa' -h W -f- cc' -+-.... La meme observation s'applimie au 
cas oil [I est pair et egal a 2/x'. ^^^ 

Cherchons, dans ce cas, Tintegrale C. Nous nous servirons des re- "•- .^ 
sultats obtenus par M. Hermite dans le cas de deux variables, et que 
nous avons cites au commencement de ce travail. On en tire 

TTfl-^* (m -I- fi)l 

m-+-« + i ml n\ 

d'oii 



J J (i— 2^0; — 26J-1- a'-*- fc')'^'^' - m-hn 



m -+- /iH-i 



Si Ton fait une transformation orthogonale, Tegalite precedente devient, 
en posant a^ -h 6^ = r^. 



// 



('-^'-^'^"'"",rfxrfr= " 



% 



Integrons d*abord par rapport a/ le premier membre de la relation 
precedente. Ce premier membre devient, en posant j^ = (i — a?^) z. 



r 
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d'oii Ton conclut, quel que soit le nombre entier p, Tegalite sui- 
vante : 

Par suite, Tintegrale (27), pour /x = i[i\ est egale a 
, (Tlr^ cr\,. (m-h/n'-+-/n*'-f-...)- ' 



1 .2. . .(|ui' — i) m\m!\ m"!... jut' -4- m -I- m' -{- m" -\- . , , 

Done, quand jx est pair, Tintegrale 



/ / / U«v.««".. . V„x,«". . dxdydz... 

esl nulle, si I'on n'a pas en meme temps m = n, m' = n\ rn" = /^'^..., 
et, dans le cas contraire, on en voit la valeur. 
I/integrale 

I I j dx djr dz . . , {i — 2ax — nby — „ . -{- a^ -h b^ -{- . . )"••*' 

X [ ( I — a' ^ — A'r — . . . )' — ( «" -H *" -^ . • . ) ( ^' -♦- r ' -+- • • — " ) r ^ 

est egale a 

1.2. . .{[Z — I ) ^ fjL* -h n 

oil a =: oa' -4- 66' -+- cc' -h . . . . 
La somme precedente pent s'ecrire 

Z)e quetques propri4tis des fonctions V,„.,n',/«%. . . . 

Les fonctions V^,;nV,... jouissent de cette propri^te que I'integrale 
multiple 

/ / / ym,mf,mfl, ,yn,n\H*f... dx djT dz . , . , Bvec Id condUion 4:»-h^*-H2»-t-...<i 

Annates seientifiques de I'tcole Normale supirieure. Tome V. 34 
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Mais si ces deux sommes sodI les memcs, l*integrale correspoudanU^ 
aux U n'est pas nullc; elle est, par exeinple, egale a /ly, quels que 
soient a, /3, 7,...; il en esl toujours de meme de Tautre, et Ton a 
autant d*equalions que d'incoDDues pour determiner ies integrates 

/ / / ^h,h',h",..y[L,\i,',[L", . dxdydz..,; mais Tune de ces equations a un 

second meinbre /> different de o, tandis que, dans le premier cas, 
toutes les equations avaient pour second membre o. Done les integrates 
correspondantes aux V, dans ce second cas, ou du moins quelques- 
unes de ces integrales, ne sont pas nulles. 

Les fonctions ymM,m'\.. ont une relation remarquable aver les deri- 
vees de Texpression 

(i -f- x^ -f- r' -h z' H-. . .) ' . 
Representons, en effet, par PmVV. I'expression 

u 

I 

7n\m'\m''\\~~ 35" dy^' dz"^ . . . 

on aura 

[i -f- (a: -f- a)' -f- {/ 4- &)' -f- (r -+- c)^ -h . . ,]" r-V «•"&-' c-"...P«w. .., 

ou bien 

(l-hJI-'-f-^-'-i Z^ -\- . , .-\- 7.CIX -^ 9.br-\- 7CZ -\- . . -f rt' -h fc' 4- 1*' -h. . .) ' 

RemplaQons, dans cette egalite , a par a(i -r a?'* -}- j"^ 4- -3- -+-. . .;, 
b par 6(14- x^ -H J* -+- z^ 4-. ..), c par c(i4- a?* -+- j" -+- -' ♦-• ••)» ^-^ 
ainsi de suite, il viendra 

1 ri4-aa^4-26r4-2cz4-...4-(a*4-6»4-c'4-...)(J-^-^'^-r'-+-^'-^-. . .Jl'"^' 

(28) 



S(rb^' c^... ( 1 4- ir» 4- ;r' + «' -H . . . )-*-'"*^'-*- -^r p, 



"I I 'B I ^w ^ . 



D'un autre cote, on a 

34. 
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ou bien _ ^ 

RemplaQons-y 

a par ayfv^ x^ -^ y^ -\- z^ -^ , . . , 6 par b hj \ -{- x^ -\- y"* -r- 2'-h. . . , 



c par c y^i-4-^'-f-7'-4- 2* -+-... , 
et aussi 

X Y 

X par — — -: — . - - — -.t r par ._ _: ^rr= j 

Z 

z par • 1 • • ' > 

il viendra 

[(iH- 2flj:-t- 26j-i-2CZ + ...-+-(a*4-ft'H-c»-f-...)(»H--^*-<-/*-+- *'-»-•••)] * 

en designant par (V;„,^,,„//, .) ce que devient V;„,;^,;„//, ., quand on y 

remplacea?,y, z,. . . par ^ - ? , "^ =^^ 

2 



■~- — ••••• 



En comparant les relations (28) et (^9)» on en deduit 

Ainsi, en resume, quand on remplace dans les fonetions \m,m',in*',. . 
x,y, z,... par 

X X z 



on obtient, sauf des facteurs egaux k des puissances de 
les derivees de {'expression 
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Si on (loDne a y, 2» . . . des valeurs constantes dans Texpression de 
PmV.m", .• I'equalion P;„ „/,;^/^ = o admet m racines reelles par rap- 
port a X. Le theoreme de Rolle suffit pour retablir, car on pent ecrire 

P^ v.--, . . = K ^^— , 

Y etant une fonction entiere des variables. Or Texprcssion 

— it— n'— I*"— . 
(H- JT^-h/'-h Z'H-...) » Y, 

s'annulant pour x=. — qo et^ = -i-3c,sa premiere derivee par rap- 
port a X admettra une racine intermediaire. Comme cette premiere 
derivee devient aussi nulle pour x ^= — ^ et/i = -hcc,la seconde 
derivee admettra deux racines intermediaires, et ainsi de suite. Meme 
raisonnement pour les autres variables. 

En operant, comnie nous Tavons fait pour les Fonctions ym,n* on 
trouve unsystfeme de jx equations lineaires aux derivees partiellesdu 
second ordre pour les fonctions ym,m',m",..' Ce systbme est le suivant : 

-h my -T — h mz -1 i-...-t-m(m-h/n'-t-m*^-*-...H-/ui)V=:i:o!, 

d^S d'\ d'\ , dW , „ ,d\ 

^''-y'^'d^^-r^d^^-r^d^,--'^ 



qu'on pent Ecrire de la manifere suivante, en posant 

d'Y dP 
d'Y dV 
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Si Ton ajoule les equations precedentes, on trouve 

(I — a:') -r-r -r-(i— .r'; -1— 4-. . . — i:r)- -7-— 7 2J:-Z 



dxdz 






-T- ( m -I- m' -h m" 4- . . . ) ( '" -^ /w' -h /?i" -h . . . -i- fji ) V ™ o. 

Or on trouve la meme relation, en ajoutant les equations auxquelles 
satisfait la fonction \^mMM\ • 

Rernarques sur le developpement d* une fonction quelconque 

F(.r, r, r,. . ) suwant les fo notions \m,m\m\ ... 

Si Ton pose 

on sait quelle sera Texpression de h,n,m\m",. - Eu se servant d'une 
transformation deja employee plusieurs fois, on introduit sous les 

signes I I de la valeur de Pi^m,m\m'\ .. les puissances d'un facteur 

(1 — X' — r^ — 2* — ...) plus petit que i, et qui, des lors, sont d'au- 
tant plus petites que les indices m, m\ w!' sont plus grands. En appe- 

lant p,n,m\m\.. le maximum de Texpression d^r'^' dz'^^ ^ ~^' 

sous la condition a:^ -ny* -h z^ -+-... ^i, on a cette limite superieure 
fort simple de A;„ „,>//, , savoir, dans le cas de 2jui' -+- 1 variables : 



(2|u' -+- i)(2|UL'-t- 3). .[2(//'-h w -4- m'-r-m"-r-. . 1 — l] 

et dans le cas de 2jui' variables: 



m+m'-^-m"- 



/!a' (|a' -ri). . .(a'-hm -4- m' H- m''-i- ... — 1)1 

Si done le second membre de la premiere inegalite et le second 
membre de la seconde, multiplie par a'«-*^'-^'»^ , ne depassent jamais une 
certaine constante K, les termes du developpement de F(a?,y, z,...) 
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Le maximum de la fonction U;n.m','n",... est evidemment fini pour les 
valeui'S des variables satisfaisant a la conditioD x' -f-j^- -^ z' {-...ft; 
d'ailleurs nous avons vu que 7, z,... ayant des valeurs constantes dont 
la somme des carres est moindre que i, U;„,w>i".... s'annulail pour m 
valeurs de x comprises entre 

-— V^i — >•' — z' — . . . el -hv/i— 7^— z' — 

Sur quelques fonctions analogues auxfonctions 

U V 

Soit la fonction 

» 

h etant un nombre entier quelconque positif. 

Celte fonction V^^n est un polynome du degre m -v- n. 
II est facile de voir que Tintegrale double 



// 



(x'-^X''-\fVn.nV^..dxdx 

est nulle quand m -4- n et fji -t- v sont differents, les variables dans I'in- 
tegraie satisfaisant k la condition x^ -^y^^\. Mais on pent trouver des 
fonctions Qm,n telles que I'integrale 



/yp-.Q,.. 



dxdr 



soit nulle, quand on n*a pas en meme temps m = 11, /i = v. Ces fonc- 
tions Q,„,;, naitront du developpement suivant : 



(I 



— aor — 26r-H a' -+- A' )""»-* (j:'-hr'— i)^--N or* b'Qm.n- 



Cherchons, en effet, la valeur de I'integrale 



/ I Vm,n{^^-f x^" 0*(' "~ ^^^ — ^h' '^ ^' i-b^y^-^dxdx. 
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est nulle quand m -i- n estsuperieur a fi + v, et que I 1 Pm.ii U^.v ^ rfy 

est aussi nulle quand /x + v est superieur a /n + n. 

On pent trouver des fonetions d'un nombre quelconque de variables, 
analogues a P^^n ^t Qmy^ on voit immediatement de quelles expressions 
developpees on pourra les deduire. 



*—* 



DEUXieWE PARTIE. 



On connait les deux developpements suivants : 



— ; =:\ a"sinf(/i -\- i)arc cosxl, 



I — ax 



— ; =\ a* cos(/iarccosjr). 



Jacobi a mis Texpression sin \{n -\- 1) arc cosj;] sous la forme 



«• • 



1. 3. 5. ..(2/14-1) rfx" 

On pent mettre {'expression cos(/iarccosa7) sous une forme ana- 
logue; car, si Ton differentie par rapport a x Tequation 

sm(/i arc cos:r) = (— !)'»-' — ^-^ — -. ^^ — . rr » 

1.3.5. .. (2/1 — i) ax"-* 

on en tire 

1 d"li x'^)^^ 

cos(/iarc coso:) — (— 1)" — 5--^ , */i — x^ — — - — 

' 1.3.5. .. (2/1 — i) ^ dx" 

M. Hermite a fait voir que les fonetions 0;„,„, tirees du developpe- 
ment suivant : 

(.__ X'- y'y{(^ - ax - bxY - (a' ^ b')[x'-^ Y'~ i)\ '^^«-6"t)«,„ 
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fois /w = JUL, /I = V, et, dans le cas contraire, elle est ^gale h 



mini im-\- 2/n-i 



Je generalise aussi ces r^sultats pour le cas de jx variables, et je fais 
voir plusieurs relations entre les fonctions U^^n et t)^,„ completement 
analogues aux relations correspondantes qui existent entre 

sin[(n -+- i)arccosj:] ei cos(/i arc cosr). 



Etude des fonctions U,n,n • 

Voici comment on peut obtenir Texpression de U,n^„ au moyen de x 
et de J. 
On a 

I — cue ^ by 



(I- ax — byY — (a} -ir b^){x^ -^ X^ — i) 

.. i( -J_ -_ . + A^ 1 

7\\ — ax — by^— ^a' -f- 6» sjx^ H- ^'' — i \ — ax — by -+- v «' ^- ft* v'^' -»- ^>'' — ' J 
'y\i-^^ i-Kij 



en posant 



P -- ax -h 6;* -+- \/a» -»- fe' v^jT' -f- /• — i , 



Q :r _ flx -f- 6j — y/a^ -h 6' ^* -4- j* — i : 



P et Q sont homogenes et du premier degre en a et 6. L*ensemble ho- 
niogfene des termes de degre /n -f- n en a et 6 sera done -(?'"+"-+- Q*"-*-";, 
(*t Ton a 

1 /pf«-»-« ^ Q«-*") 



(,)/ =(ax-+-fc/) 



m-^M 



(m «)('«--«....•) ^^^ _^ fc_^.).-+«-:(rt»+ fc,),;i...^.^.,_ ,) +.... 



I .2 
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Le coefficient de a^ 6", dans celte expression, sera la valeur de (/,„;,; 
done 

mini -^ 1.2 ^ -^ 'L(7n-^2)InI ml(w — 2)IJ 

Cette expression montre que cetle fonction est un polynome de 
degre m + n el que ses termes contiennent des puissances de x et de/ 
egales respectivement 9l m±: 2k^ nzh 2k\ k et k' etant des nombres 
entiers; de sorte que U^.n est, dans les quatre cas suivants 



m ^^ o, m ^ I , w E=i o, m ^ I 
n ^ o, n ^o, w ^ I , w ^ I 



(mod. 2), 



de i'une des quatre formes 

F(^Sr), xY(x\}"'), yV(x\r'), xYV(x\y'), 

Du reste, Tegalite (i), qui pent s*ecrire 

I • 2 

montre que, hors du cercle x^ -\- y^ — i = oi et, pour des valeurs po- 
sitives de X et de j, Ujn,n ne pent pas s*annuler; done F(ir*, v*) est 
essentiellement positif hors de ce cercle. 

Done la courbe Ujn,n = o> si Ton fait abstraction des facteurs x ouy, 
est tout entiere comprise dans Tinterieur du cercle x^ -h v* = i . 

Voici les valeurs de U^.n dans les cas les plus simples : 

C\,9 = X, 

U,,x=y, 

l\,.= 2:r»-T J'— I, 

f/o,i = 27» -f- j;' - I , 

£/,,, =:: ixy, 

U,,.z=z^x' + ^x^y^-hy'—iix^'- 2r^-f i, 

C^,,4 =8^* — 8j:'/*-h j:*— 8j'— 2x'-+i, 

6'j,j = 8jr*-h 8j*-l- 22j:*r'-- lox'— io>'*-4- 2. 
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L\,i = 6j;/' -+- 3x* — 3a:, 
£/,,, r=6x»/-f- 37*— 3/, 
t^,s" 37^'-+-4>-»— 4j, 

Pour mettre C/^.i! sous la forme analytique que j'ai anooncee, je me 
servirai de la formule de Lagrange modifiee, telle que je Tai employee 
dans la premifere Partie (22). 

Faisons 

on aura 

b V 



i(u) ^u^^x-^^ uj- (r -^ - ") 



-h I 



«' -^ *' , / r . 

— J — //M- ( I — flwr — 67) M — ( j;' -4- j' — I ) -- o. 



Si Ton pose 

G — a»-f-6S 

H = I — ax — by, 

■'equation precedente devient 

7 /i» -I- H M — K — O. 

4 

On en tire 



- H dz v/U^- GK H ±: v/H»- GK 



La racine qu'il faut prendre est 



H-VH' — GK 

On a 



.T"'(«) = v/H'-GK, <p(«+%,r+^«)=-J= 
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Or 

v'" ~ 4 A H - v/ H'-"gK Vh + vGK - VH - /GK 

Done, le premier membre de ia formule de Lagrange devient 

y^ „- = -L=[(H-v'GK)"'+(Hm y/HKf']. 



\/H'-GK{v/H + v/GK-VH-^) ^v'k 

Si Ton se reporte aux valeurs de P et de Q employees precedem- 
ment, on voit que cette expression est egale k 

^[('- ?)"' + (' -0)"^]- 



L'ensemble des termes homogenes de degre m + // en a et 6 est 



• 



* '-—_ /% ^ X 1 .3.5. - .[2(/n -h n)— il 



(P' 



2^x' -hy'— I 2.46.. 2(m-f-/i) 

Done 



p-t-»-»^Q«. 



-»-n 



7. 



\} , 2 4-6- • afm-h /i) crb" rf'^"(^*-^ >•' -i) » 

j^^ -^ i.3.5...[2(mH-n) — i] m! /i! 2*'*-" dx^dy* 



i.3.5...[2(mH-n) — i] m! /i! 2*'*-" dx^dy* 

le signeN s'etendant a tous les termes pour lesquels la somme (m-hn) 

est coDStante. 

Si Ton se rappelle que — d^signe l'ensemble homogene des 

termes de degre m -h /i en a et 6 dans le d6veloppement de Texpres- 
sion 

(i — or — by)[(\— ax— *»/)*— (a'-h6')(j:* -f- j*— i)]"', 

on en conclura 



•i-Hl— -r 



^ > ^"' — ^ '" m\n\ 1.3.5 ..[2(»n-n)-i] dx" dy 
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On voii que U^^n peut se representer par h — -^ — » h elant 

unt* consiante, et X un polynome en xety\ par consequent le theo- 
renie de RoIIe fait voir que la courbe C/i„^„ = o est coupee en m points 
reels par toute droite parallele k Taxe des x qui rencontre le cercle 
jr' -hj^^ =z= I. De meme, toute paralleled Taxe des y, qui rencontre 
aussi ce cercle, coupe la courbe en n points reels. 

Relations entre les/onctions U et v. 

Je vais maintenant etablir diverses relations entre les fonctions U et 
t). On a 



dx ^ [m — i)\n\ 1.3.5. ..[a(m-+-n) — i] dardy" 

d ID 

En comparant cette expression de — -^^^^ a Uj^^n^ on en deduit 

"TJZ — , =rLm,m' 

ax yi_^a_^o 

On aura de meme 

d 'Om.n^x n 

ay ^,_^a_^o 

Ces relations sont tout a fait analogues a la relation 

rfsin(narccosa:) n 

;i) T ^ = cos(/iarccos^). 

dx sji^x^ 

II no faut pas s'etonner qu'on compare k Ufn,nf ^m-i,iiet "Om^n-^i et non 
pas t);„,/,» car si Ton considere les deux developpements 

I — ax 



I — lax -h 



\J\ — X 



— =:\ a"cos(/iarccosj;), 
— \ = / a"sin[(n-+-i)arccos:c], 



I — 2 ax -f- 

o'est le coefficient de a""* dans le second d^veloppement qui conlient 
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sin (/larccoso?), tandLs que, dans le premier, c'est le coefficient de a" 
qui contient cos(narc coso;). Mais on a aussi 

,,, c/cos(i>arccosj;) , n . .. : x 

(4) ^-j • — -' = -7=:=z=L sin(i/iairccos4:). 

ax v^i— jc« 

Cherchons a voir la relation analogue pour nos fonctionsde deux varia- 
bles. Pour cela, je remarque que I'egalite (4) conduit a Tidentite sui- 
vante : 

I— ax a 

D« : — ; = rtD. 



I — 2ax -h a"^ I — 2 ax -f- fl* 

Reciproquemenl, voila une identite qu'on peutetablir directement, et, 
en partant d'elle, on peul en conclure Tegalite (4). Operons de cetle 
dernifere nnaniere dans le cas de deux variables. En d'autres termes, 
comparons 

_ I — ax — by 

Dx -^ 



{i — ax— brY — ia^ -^ b^)(x^-hx^ —i) 



'(i — ax — bry — (a» -h A»)(a?'-f-r'~i) 



On verra facilement que Ton a 

I) __. i — ax — bf 



(i — ax — br? — («' -4- A») (x* -f- r' —I ) 

Ji — x' — r^l (' 



a \^i — x^ — y^ 



y/i_'^»— .>-'L '{> -ax— Ar)' — (a' -+- A' )(^' ■+•.>'' — 



^^.D y/i-x^-r 1, 

' (i — ax — brY — {a* -h 6')(x' -f- r' — r) J 

ou bien 

d{Sarb'^V^\ ^ r d{^a^^¥X)^,^ rf(^rt-AHV«) 1 

dx " jYZTx^ Y^ L da da J ' 



done 

d L'm.n I 



r^. [m t)«-,,„ -h (m -+- 1 ) V}«+,,„_/j'. 



dx ^ I — x^ — r * 

Annalet scientific ues tic I'tcole Normale supericurc. Tome V. 36 
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Oil u (le meme 

"X V ' — -^' — /* 

l/analogie n'est done pas complete avec Tegalite (4)- Mais, si /i.= o 
oil #1 "^^ i, alors t)|„4.|,n-a est duI, et la premiere des relations prece- 
ilentes devient analogue a la relation (4), puisqu*elle donne 

d Umn fn 

ax ^i^x^ — j' 

II en est de meme de la seconde, quand m = o ou /n = i. Examinons 
les deux premiers cas; on traitera de la meme fa^on lesdeux derniers. 
Soit d'abord n = o, on a 



V'l — ^' — r' ^O—'.o ^. dU^,o_ ni 

ij„,9 = — — — -z ei --7^— — 



OjW— |,f J 



fn dx dx y/ 1 »_ ^» _ y^ 

(roil Ton deduit, en multipliant membre a membre, 

done (£/,n,o)' -^ (^/«-i,o)^ ®st une quantity constante relativement a x, 
(•'est-a-dire une quantite independante de x; je vais demontrer que 
cette somme est egale a (1 — J'^)'". On aura alors un th^oreme ana- 
lo{i[ue a celui qui est exprime par Tegalite sin^<p -h cos^f = i. On a 



// -( ,V" ^i — x'—x' d'"(i — x'—x') ' 
^«,o-i If ,.3.5_.(2m-iJ dx^ ' 



-i 



t)^,,.=(-i)— 



1. 3. 5... (am — 1) daf"~' 

Posons = x\ d'oii cte = y ' "" J^ ^'» *' viendra 



«— 



O..M ==(-')"-' 1.3.5. ..(am-i)^'""'^'^' ^^;;; 



m^^ 
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Oil, en posanl x' — cosf, 

m 

/''-..o = (i — r^y COS m(^, 

m 

t)«-,,o = (i — r')''sin /119; 
par consequent 

(tv«r-*-(i:)«-.,.r=(i-rr- 

Mais, si au lieu de supposer n = o, on suppose /i — i, la quanlile 
^^m,i j* -T- (t)m-i.4)^ <^st encore une quantile independante de x. Voici 
comment on pent obtenir Texpression de celte fonclion de j. On a, par 
une transformation facile, 

I 

1.3.5 ..{2m — i)*^ dx'^ 



I 



V>«_,., := (- i)— m(m^\) -— -— X 



a'^'(i — x^ — /') 



1. 3. 5... (2m — i)*^ rf-a:" 

par consequent, 



done 






On peut remarquer aussi les formules suivantes. Si Ton fait j = cos(|^, 
X = sin^cos(p, on a 

Um.9 --- cosm9 sin'"4'» 

6'.,,, — (m -4-i)cos^ sin'"^}; cosmcp. 

Knfm je donnerai encore la relation deduite de Tequation 






Cette relation est 



3(>. 
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Sur quelques integrales doubles, 

rf"-^"(i — x^ — x^) 






= - ' '"^" j j rf..-rfr (• - -' - r *) ' '/- '<^-. 

le> varidbles etant limitees dans les deux integrales par la condi- 

Si Ton fait F [x, y) = U^^^, et que |ui -f- v soit inferieur a /w -h /i, Tin- 
IMT^ie pret^edente sera nulle; dont I'integrale 



// 



^"•" ^"'^ dx dr, 



^1 — x' — y^ 



{^x^itMes etant limitees par la condition precedente, est nulle quand 
J^ Jeux sommes /n -+- n et /x -f- v sont differentes. Cette propriete est 
r^Mlo^ue de celle qui est exprimee par la formule 

cos m <p cos m' <p rf 9 =r o 

o 

ou^nd les nombre^ entiers m et mf sont differents; car si Ton fait dans 
c^Ui* demii^re formule cosy = a?, elle devient 

T"^' cos(/narccosjr) cos(m'arccosa;] , 

I ^ ■ ' dx = o. 

Nous nllons voir aussi la formule analogue a la suivante 

Jr*n 
cosm<psinn(p s\n(^d<^=z o, 


sa le nombre entier m est different de n — i et de n -+- 1 . En posant 
A^A s5 Xf cette formule devient 

I cos (m arccosjr)sin(/iarc cosx)dx — o. 
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Si, dans Tegalite 
oil K est une constante, on fait f {x,y) = U^.^, \\ vienl 

y fo„..f ;..«/xr/r = K(- •)—//(- - x'-rf """^ ^^ dxdy. 

Done, si Ton a jui n- v < w -f- w, on a aussi 

Mais supposons maintenant que jui h- v soil superieur a /n -+: ^. On a 

// 



F(a-, K)A^.vc/xrf^- 



= K'(- .)"-//(. - X- r'r '-' - ^"-^w,"^'^^" -^ ''-"r. 



Faisant ¥(x, y) = i:),„,„, il vient 



// 



"Om.n f V.v '/-^ dy 



V I —x^—y'^ t),„,«est un polynome dudegre/wH- 714-2; doncsi /w-i-/i-l-2 

est plus petit que ju. -+- v, Tintegrale / / xD;„^^ l]^.,dxdy est nulle. 

On reconnait ainsi Tanalogie que nous avions annoncee. Cependant, 
pour qu*elle soit complete, il faut que Tintegrale precedente soit aussi 

uulle quand jui -1- v est egal a 772 -+- w 4- i ; or y \— x^ — y^ t),„ „ est un 
polynome dans lequel les exposants de x et de v varient de deux uni- 
tes; il en sera de meme de sa derivee d'ordre m 4- /i-h i . Cette derivee, 
du premier degre, contiendra done x et j a la premiere puissance, mais 
n*aura pasde terme constant. On voit alors qu'en associanta certaines 
valeurs de x et de 7, les memes valeurs prises en signe contraire, on 
f'ormera deux elements de Tintegrale de signes contraires, mais egaux 
en valeur absolue; done, en definitive, I'int^grale est nulle. Ainsi Ta- 
nalogie est complete. 
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Sur lintegrale double I j f/,„^„ P\^^ dxdy pour x' 



2 < 



-H Y ~ I- 



Les fonctions V,n,n proviennent, comme nous Tavons deja dit, d» de- 
veloppement suivant 

(i - x^- >')"'(» -- 2i«^ - '}sby-^ a'-x />')"' —\ a'^h" J'^.n- 

On voit clairement que, sauf le facleur {\ — x^ — y^) \ K,„.„ sera un 
polynome du degre m -h ^, dont le seul lerme de ce degre sera le terme 
en afy", et dans lequel lesexposants de x, ainsi que ceux de j, seronl 
tous de meme parite. Voici les valeurs de V^^n dans les cas les pins 
simples. 

Kn posant (i — .r^ —J*) ' = p, on aura 

3 

3 

/'.,. = p.>% f^7,^ — - p{5x\r '- r ), 






f',..= -p(3x'-i). //,.,= -p(5.K>- 3v), 






I 



5 



I 5 

/^M = gP(35^-*--3o7>H-8), ^,.,=z:-p(7xr' — 3j:r). 

Je vais faire voir que I'integrale double / i U^^nVv^ydoody, dans la- 

quelle les variables sent limit6es par la condition a?^ -h 7* ^ i , est nulle, 
a moins que Ton n'ait m = fx, /i = v, auquel cas je donnerai la valeur 
de rintegrale. 
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Pour cela, cherchons Tintegrale 

A = / j(i — ^a'x — 2b'x-\-a''-^ b'')' ' (i — x' — x'f' {\ — ax — by) 
X[(i — ax — byy — (rt'-h b^)(x^-^ x^— \)]-' dxdy 

entre les memes limitcs que precedemmenl. 
Faisons 

a' H- 6' == r\ a'' -h 6" = r'\ 
a'i-hb'Yi b'i-a'Yi 

^ = -p ' r = ;:; ' 

rta' -h bb' ^ ab' — ba' . ^ 

z= COSO, >- - = SII10. 

rr rr 

Alors 

dx dx=z dldrif x' -^ y^ = l^-h /;% a'x-\- b'x=z r'^, 

ax 4- by = rilcosO h- 77 sin0), 
et Ton a 

X [(I— rcos0$— rsin0y))»— r»($*-h7j^-- 1)]-, 

les variables nouvelles q et vj etant egalement limitees par la condition 
?^ -+->?' = I. On est conduit a integrer d'abord par rapport a >}, c'est-a- 
dire a Tintegrale 

H ---- / rfn — J ~ 

./_y,_f* (i — 5^ — y)>)'[(i — rcos05— /•siney))^~/''($'-+-y3'— i)] 

Changeons de variables et posons >j -- y i — I*-* cos^, il vient 






X - 



I — rcoaO^ — rsin^v/i — 5^ cos 9 



\/i —■ ^^sin(jp Ml — /oosO? — rsinflv^i — ?*cos9)^-h /'(i— ^'jsin'cpj 
ou bien 



Jo ^ ('^ — ^^ cos9)''-i- N^sln^9 
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si Ton pose 

I — rcosOl --■- L, 



/sin 6 six— V =" M, 

Mais rintegrale precedente peut se transformer en la somme do 
deux autres, savoir : 

B-_ if ^? +ir ^- 

^Jo f^ — Mcoso — /Nsin9 aj^ L — M COS9 -4- <Nsin9 
La seconde de ces integiaies est egale a 

2 j^ L — MCOS9 — iN sin9 2 j_ ^ L— M eoso — /> sin9 

de sorte que Ton peulccrire 

2.L, L-IM 



MCOS9 — /N sin 9 

Soit 

I I 

z H — z 

e^':—z, d'ou zio^=dZf coso = 5 isin<p = 

^2 ^2 

On est conduit, pour avoir B, a integrer le long du cercle c^' = z, 
ou x^-^y'^ = 1, la differentielle 

dz dz 



I i\ "" i[2Lz-M(z>-f-i)-N(2'-i)] 

2 12 \ L - M ^ - N ^ 



2 2 



Le resnltat estegal a c^tt, multiplie par le residu de 






2Lz — M(z>-hi)--N(2^ — I) 

dans rinterieur du cerele z =:: e^'. Si je fais dans le denominateur de 
Texpression precedente, successivement z = — i el z = h- i, j'obtiens 
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les (Icux resultats suivants : 

— 2(L + M), 2(L-M). 

Dans riiypothesc der<i, que je suppose, la premiere de ces deux 
quantites est toujours negative, la seconde toujours positive, quand ^ 
varie de — i a -f- 1 . Nous en concluons que I'equation 

2Lz — M(2'-f-i)-~N(2» — i)= o 

a deux racines reelles, dont Tune est comprise entre — i et -h i . Si Ton 
resout cette equation, on a s = ^ — =^^ » LetM-hN etant po- 

silifs, c est la racme z = ~ — i^ qui est comprise entre — i 

et -hi. 

Done le residu cherche est 6gal a la-valeur de P tiree de Tidentite 



(M-f-N)z»-+-2L2 — (M-N) 

P 



^ M+N ^ M-f-N 

d'oii 

P = 



Ainsi, rintegrale B est egale a 



V/L* 4- N» — M» v^i — 2rcos0? -f- r^cos^O 

et Ton a 



A 



^^ f^' d 



5 4- r'V» — 2rcos0^-f- r'cos»0 



On peut maintenant calculer cette integrale par les procedes ordi- 
naires. 

Mais on peut Tobtenir facilement en se servant des propositions con- 
nues concernant les fonctions X^. RempIaQons | par x dans I'integrale 

Annahs scientifiques de Vt.cole Normal f superieure. Tome V. 3^ 
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precedente: elle pourra s'ecrire 



^^^i ( S ''"' ^') ( S *"" ^°^' ^ ^') *'■*'' 



(I'oii 



n ss OB 



A ::^ 27: 7 :— = lOg ; — 

^ 2 n -h I ^;.^' COS0 I — ijrr' ros 



ou bien 



log ^^ ^:- > 



^aa' -{-bb' 1 — \^a«' -f- 66' 



si Ton remplace rr' cos6 par sa valeur aa'-h bb'. II faul remarquer que 
la recherche de I'int^grale simple precedente, telle que nous Tavons 
faite, suppose quer'etrcos9 soient moindres que Tunite. Conime il 
nous avait deja fallu auparav^nt supposer r moindre que Tunite, 
on voit que la valeur precedente de A suppose, en definitive, r et r' plus 
petits que 1 . Cette valeur de A ne change pas, quand on y remplace a 

a' b' 

et a' par at et — » et b et b' par bu et — Done I'integrale 

/ /rfo: rfj ( y rf" 6" /- u" i/„,n\ ( \a^ b" t-^ u-^ /%. J 

est independante de / et de i/, quels que soient a, fr, a\ b\ pourvu que 
Ton aita^-h6^<i el a'-4-fe'*<i. On conelut de la que Tintegrale 

/ / ^m,» '^|i,v dxdy est nulle, si Ton n'a pas a la fois m = fi, n=:v. Si 

ces conditions soni realisees, Tintegrale est egale au coefficient de 
(aa')'"(6i')'* dans Texpression de A developpe. On voit immediatement 
que ce coefficient est egal a 

27r {m -h n)\ 

2 w -+■ 2 /I -h I mini 
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Si I'on substitue dans la fonctiori F;„„, k la place de a;, .. — ^ 

et, a la place de v, -^ =.1 elle devient 

t_ 

^ ^ (i-f-^'-f-r^ > ,^ . , ^ — 

1 .2. . .m. 1.2. ..II '^ ax^ajr" 

Systemes d' Equations aux dirwies partielles pour les fonctions 

La foDCtion 'O^^^ satisfait aux deux Equations lin^aires suivantes aux 
derivees partielles 

^ rf«U rfP , ,„ 

oil 

et Ton reconnait aiusi leur analogic avec Tequation 

a laqueile satisfait la fooction j = sin[(n +i)arccosa;], et qui peut 
s'ecrire 

d'r ''r£-(""^'H / dr \ 

dp-""- di ^ -(« + •) (^5^-(« + .)r)=o. 

La fonction '(?„,„ satisfait aux deux equations suivantes : 

d'\ dP 

^^^ ^ ^d'\ dV „ 

oil 
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Pour la fonclion f/,i,„, oa plutot la foDclion ■"'" ~> ie donnerai les 

equations 

irf»U rfP , ,,, 

oil 

et I'on reconuail ainsi leur aualogie avec {'equation 

a laquelle satisfait la fonction j'= cos(narccosd;), et qui peut s'ecrire 

d' ^ 



v'l— *» rfP , 



en posant 

r 



d 



rfj? ' 1J1-.X' 



Enfin la fonction F;„,;„ ou plutot F^,„ y/i — x^—y^, satisfait au sys- 

teme 

d'\ rfP 



rf^-^^^'^p^-^' 



ou 
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Pour cela, considerons rintegrale multiple 



A = / / j dxdxdz... tD«,.^,«//,. 



X ( I — 2aj: — 2 6/ — 2C2 — . . . -h a* -4- 6' -i- c' -h . . . ) ' . 

Par des transformations analogues a celles que nous avons faites 
dans la premiere Partie, on mettra cette integrate sous la forme 

. / y-\a_i ( m -f- m' 4- m'' -f- . . . 4- 1 )I a*6"' c^" . . . 



ml m'l m"], . . i .3.5. . . (am -h im' -\- 2m"-4-. . .-f-i) 

r (m-h m'-i-m"-4-...-h -) ^ 

X(|ui-hi)(|tji-f 3)...[|ui-h 2(m H-m'-+- m''4-...) — "] '^ ' 



r(^ -f-m-h m'-+-m"-+-...-l-i j 



on 



-=£ 






(i — 2ra7 4- r')* 



I • • • • 



r est egal a sjd^ -i- 6*-* h- & 

Je supposerai d'abord le cas de /x impair, soil /x = a/x'-h i. 

En se servant des resultats obtenus dans la premiere Partie pour la 
recherche d'une integrate analogue, on trouve 



^_ TT 1 .3.5. . .[2(|ui'-i- m4- m'-h m"-i-. . .)-!- 1] 

— 2«*'*-'«+"'+'""-^--^-' (|i'"-Pm -h m' 4- m" -I- . . . -h i)! 

et 



A— ^'*'"^' (^f^' <^' "* (m-f-m'^-m^'-h.. .4-1)! i 

2 |ui' ! /?i 1 m' ! m" ! . . . fjt' 4- m 4- m' 4- m" 4- . . . 4- 1 ' 

La proposition est demontree. 

Concluons de ce qui precede la valeur de Tint^grale d'ordre 2jul'4- i 

/ / /rfj:rf7rfz...(i~2aa: — 267--... 4-«'4-A*4-...)~^*'''*^'M"--^*--r' --•••)' 

X [( I - a' ^ — h'y _ . . . )i — ( a" 4- ft" 4- . . . ) (-^^ -^- r ' -»- • • • — I )]"' • 
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Si Ton pose aa! ■\- 66'+ «?' + •• = «» cette integrale est egale a 



/!= » 






nrro 

inais 



2^^i^[-"'«('-«^-T---;?^]' 



n=ro 

done 

/7 ::= 30 



/i=o A^ I I / , a a ^1 ' 

Supposons /x pair el egal a 2[x\ On trouvera 

, 2*^' ( m -h m' -h /n" -f- . . . -f- 1 ) 1 . . . 

A = 7r«* ■ ■ — 

1 . 3 . 5 . . ( 2 |jt' — I ) m 1 mM m" ! . . . 

2 ( |ut' -f- /ii 4- m' -h /n'' -4- . . . ) ^~ ' 

En posanl aa' -4- 66' f cc' -h . .. = a, on trouvera que Tintegrale 
d'ordre 2|ui' 

X [( 1 — a'^ — 6'.r — •..)' — (^/"4- 6'' -f- . . )(^' -f- r' -^- • • • — ' )]~'' 
est egale a 

(27:K' If I , p/-i , (|ui'-2)a (iui'-3)a» , 



I 3.5...(2/:ji' — ij a»''[2(i — aj i 



-I- 



3 5 

a**'-* 2 a — 



2|Ul'— 3 

On verra facilemenl que la quantite 



a — I , I -h v'« 1 



est nullc, si les sommcs w -h /w' -i- /w" -f-... el n -^ n' -\- n" -^... sont 
(lifferentes. 

Annates scientifiqua de i'Ecoie Nor male superiettre. Tome V. 3c5 
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Enfin, j'iDdiquerai encore des fonctions analogues aux fonclions 

Soir 

^V«,'.«'/, . = K«.v,m",. .. { I — ^' — r* — 2» — . . . )-* 

</r" dfr*"' ^2"" . . • 

oil h est un nombre entier, et ¥^mMM\.. ^°^ constante. On aura, si les 
deux sommes m -t- /n' -h m'' -4- ... et /i -h n' -4- /i"-}-... sont differentes, 

r r P^ rfj r/z. . . ( I - JT^ - J' - Z' - . . . )*~ ' ^-..m'.m". . . . ^n^V'. . ^- O . 

■ 

Considerant le developpement 

(i — X*— r' — 3* — ...)*(' — ^•«-2^ — 26/— 2CZ — ...-h a'-f- 6'-h c'-h...) 

on aura des fonctions ?^;„ „/,;„//, telles, que Tintegrale 



tll-H 



j I \dxdydz..,^m,mf,m",./^n,n',H»... 



sera nulle, si I'on n'a pas simultanement m ==. n, rri =^ n\ m" =z n'\, 
et que Tintegrale 



/// 



dxdydz...{i — x^—y^ — z^ -. . .) ^ ' ^ ^n^.n^.m'*. . '^ „.„'.,//. 



sera aussi nulle, si Ton a m -\- m' -h m" -h...^/i -4- n' -h /i" h-.... 

Generalisation des fonctions Um\n, f^m,n. 
Considerons le developpement 

( I — (vr — bjr — cz — , . .)[(i — ax — by — cz — • . . )' 

— (rt'H- 6»-f- c'-j-. .)(-^'^-7'-»-2'-+-. . .— 1)]-' 

On trouvera facilement, au moyen de la formule dc. Lagrange, celte 
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expression de f/,„.,„',,^', 

//- ... _/ ,\m+m'-Hn"^. i.?..3. . .(m -f m'-h m"-+-. . .) 



1 . 2 . . . m . 1 . 2 . . . /It . 1 . 2 . . . m . . . 




>^ V^i ~^'— r'— 2' — . . . 




1.3.5. .. (2m H- 2/n'-i- 2/71"-+-. . . — i) 




(tx* dy"' dz" \ . . 


1 
3 


et on en conclura 





/// 



rfi: dy dz... f ^":^'-'^- J:^!^'- - = o, 

y^i — o;' — }'' — z* — ... 



lorsque /» h- m' -h m' ~h . . . est different de n -f- n' -h /*' -f- 

Les fonctions Vm,m',m'\ ♦ que nous allons assoeier aux fonctions 
^'mjf^,m", • naitronl du developpeinent suivant : 

(\ — x^— y^— z^—, . ,) '(i — ^nx — ^by— 1ZC —,..-¥- a* -r ft'-i c'-i . ..) 

Nous allons faire voir que Tintegrale 

f / f lJm.m'.m". f^n.^^n". dx dy dz . . 

est toujours nulle, excepte quand on a m = n, m' = n\ m = n!\ au- 
quel eas nous donnerons sa valeur. Pour cela, je calculerai i'integrale 
suivante : 

A=i / j dxdydz. ^LmM,^", (i — ^'— r*— z' — . . .) ' 
X (i — 2aj: — 26^— 202 . . -}- ^'-h 6'-*- r?'-h . . .) * 

On irouvera facilemcnl 



A:=: 



m! mM m'M. . . i.3.5. .(2m -f- 2m'-f- 2/ii''-f-. . . — i) 

(jui— i)(a4-i)...[/x-f-2(mH-m'--i-m''-h...)---3]r(/n-+-m'-f-/w''-h...-+- -]b 

r ( - 4- /ii -4- m' -4- w" -h . . . j 



38. 
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Oil 



(i — aro: -f- r') 



/* /^//_^. . _i 



r etant egal a \Ja^ -h b^-h c' 

Je supposerai d'abord fi impair et egal a 2/jl'+ i . Dans ce cas on a 

. t:^'-*-' (m -hm'-f- m"-i-...)l a" b'^' C^' . . . 



(fji' — \)\ m 1 m' 1 m'M . . . jui' -f m -4- m' -f- m*' H- . . . 

Supposons maintenant /x pair et egal a 2ix\ On aura 

"~ 1.3.5. . . (2|tx'— 3j 2(/jt'-4- m 4-m' -4- m"-4-...j— I m! m' 1 m"!... 

On conclut de tout ceci que Tintegrale d'ordre /x 
est egale, si Ton pose aa' -h 66' -h cc' -h . . . = a, a 



ou a 



/-i)l a*^' V^^i -a i 2 *" 1^'-'/ 



i.3.5...(2u'-3) a!^'- \^2^a ^ ,_y'a i 3 5 2a'-3y 



suivant que fx est egal a 2 jx' 4- i ou a 2 /x'. 
F/int6grale 



/ / \ dxdydz..,F„,,m'M', ^nw, v'^ — •^' — 7'— ^^-~- • • 

est nulle quand m h- m' -4- m" -h . . . est different de /i -4- /i' -4- /i" -f — 
Enfin, pour terminer, j'indiquerai quelques propriet^s de fonctions 
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analogues aux fonctions f^m,m'.m",., et V„^^^^>_ . 
Soit 



dx"* dy'" dz'^" , . . 

h etant un nombre enlier. 
Soit aussi le developpement 

(I- -jr^ — 7^ — z*— ...) ^(i — lax — ^by— 202 —...-1- a}-\- 6'-h c^ -(-...) ' 

=y «" ^'-' c""" . . . Q'„ «/.«//, . 

Les deux integrales 



I I I dxdydz. . . 



P'fll ,/«'.«'', . P'li.n'.w". 



(i — :f»— r'— -z'— ...) 
et 

/ f fdx dydz . . Q'^v.^". Q'nW,. (i ~ ^' -/' - 2»- . . .)"*^"' 

sont nulles quand les sommes m -f m'-i- m"4-.. . et /i -f /i'h- n"-+- . . . 
sont differentes. 
On a aussi 

/ / I dxdydz.. ?'«.«/,».".. Q'-.i/,-^.. = o, 

excepte dans le cas oix n = m, n' = m\ n" = m'\ .... 

Valeurs multiples de certaines integrales doubles. 

Pour terminer ce travail, je vais calculer dans tous les cas les valeurs 
de certaines integrales doubles que nous avons cues a considerer an- 
terieurement. On sait que Tintegrale d^finie 

I l0g( I -f- 2p cos W 4- p') rfw 

est nulle quand p est inferieura 1, egale a ^TrlogjE:^ quand p est supe- 
rieur a i , et quand p est Tunite, elle a pour valeur - log - • Beaucoup 
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d'autres intcgrales definies simples, coDtenant un parametre constant 

sous le signe / , ne sont pas des fonctions continues de ce parametre. 

On s'est serviprecedemment pour Tetude des fonctions U, V, 6", V,... 
des valeurs de quelques integiales multiples, calculees pour certaines 

hvpotheses faites sur les constantes qui entraient sous les signes I / — 

Nous nous proposons ici de donner les diverses formes que prennent 
les valeurs de ces integrales, quand on suppose aux constantes des 
valeurs quelconques. 

De I'integrale 
I j (i — 2ax — 2by'^-a^'i- b^j^^ii — 2a*x — 2b\y-r^ a'^-^ b''^)"* dxdy. 

Cette integrale a ete calculee par M. Hermile pour Tetude des fonc- 
tions .V;„,„. 
Soil 

i. I. I,. ,. aa' -\- bb' . ab' — ba' . , 

a^-^ir = r% a'^-h b''=r", j — =cos0, ; — =sm6, 

rr rr 

al^bn bl—an 

r ' r 



L'integrale que j'appellerai A devient 



J J(i — 2r^-^-r')[r — 2r' 



Idri 

ilcosB -- yj sin0) -^ r'' 



entre les limites ^^ -i- v3^= i . 

Une premiere integration par rapport a yj donne pour resultat 

I I , I — 2r'(£c()s6 — i/i — S'sin^j -+- /' 



2r'sin6 i-2rgH-r> '^^ i - 2r'($cos0 4- v7^^sin0) -+" '^ ' 

Posant ensuite B = cosf, il vient 

A - -7-V . B, 
rr sin0 

oil 

'^'^dc^ rsin9 i — 9.r' cos(o — 6)-r r'- 



B 



J^'^acjj rsm9 \ — 7.r cos(o -*- u)-r r- 

^ 2 I — 2/C0S9 — /•' ^ I — 2r' cos(9 — 0)-+- r'^ 
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Dans rhypotbese oil r et r' sont tons deux moindres que i , on trouve 



B = TT arc lang ; ;: ^ 

I — rr cos B 



de sorle que Ton a 



. TT ^ ab' — ha! 

^ = W—ba! "■" ^"« i^a^- bb' • 

Soil maintenant r> i, r'< i. Posons r= — > alors on a 

r, 
r sin o r, sin 



I — 2 r cos 9 -h r' i — 2 r, cos 9 -h r f ' 

de sorle que 

. TT r' n sin 6 

A = -^r , — T--, arc lang -, ^ ; 

ao' — ba ° I — r, r' cos 9 



niais 



, . ^ r'sin0 rr' sin , ^ /r'cos^ 
/',/• sin0= =: -- — » r,r' cos 9= r--» 



r» 



done 

,7: ab' — ba' 

Soit, en second lieu, /•< i et r' > 1 . Posons r' — - » alors 

^ ^ r, 

I — 2 r' cos( 9 4- ) 4- r'* __ . i — 2r, cos(9 -f- 0) -h // 
^^ I — 2r'cos(9- 0)4- r" "* *^^7"-~2r, cos(9 — 0) -+- r','' 

et Ton a 

TT rr' sin0 

A = -7-; — I—, arc tang ^ >. 

rt6' — 6a' " I — rr\ cos 9 

_ TT rr' sin _ TT ab' — ha 

- W-^b^' "^^^ ^^"^ P>- rr' cos ~ ab^'^^h^ ^^^ ^"^ ;^2 ^I^TTZ.— r_ ^^^ 



/ 



Du reste, ce second cas est une consequence immediate du premier, a 
cause de la symelrie de Tintegrale par rapport a a et 6, a' et h'. 

Soit, en troisieme lieu, r>i et r'>i. Posant r = -7^ r' = -t^ on a 

. TT . r, r, sin0 

^ = -IT r-; 8irc lang ■- -z 

ah' ^ ha* ^ i — r, r , cos 

TT ab' — ha' 
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Entin, nous allons coasiderer les cas limites, dans Icsquels rou r\ ou 

tons deux, a la fois, sont egaux a Tunite. Soil, par exemple, r= i, 

r'<i. On a 

I r"^ sin 9 I— 2r'cos(9 -i- e)-4- r^» 

~4t/o I— COS9 ^ I — 2r'cos(9 — 0) H- r'** 

Quand 9 est iniiniment petit principal, Tinverse de Texpression qui 

est sous le signe I est infmiment petit du premier ordre; done cetle 

integrale est infinie; ii en est de meme, lorsque r' = i el r^i, et 
lorsque Ton a en meme temps r = i , r' = 1 . 



// 



De I integrale 

dxdy 



(i — 200; — 26r-4-a'-hA»)[(i — a'^ — 6'j)'— (a"-h6")(a:*-+-j'— i)]' 

En employant les memes notations que precedemment, on transforme 
cette integrale en la suivante : 



n\ 



d\dn 



(i — 2r$-+- r)[(i — r'cosSg— r'sinOyj)'— r'>(?» -f- yj'— 1)]' 



Integrant d'abord, par rapport a yj, entre les limites — yi"?^ ^^ 
v'l — ?^. on a pour cette integrale, que j'appellerai A', 



done, en faisant S = COS9, on aura 



rr' OOS0 



ou 



/*^ , rsino i . 1 — r'cosQe ^^ ' 

B'— / f/9 ^—; ^; -^.^ log ~^:r-- 

En supposani ret r'cosS inferieurs a i, on trouve 

B'=:7:loe ; 79 d'oii A' = — r— txt Jog ^" aa 
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* 

Soil maintenant r> i et r'cos6 <i. Posant r= — > il vient 

r, 

B'=7:l0g -, ^ — TT log-- ; ^5 

^ I— r, r' COS0 ^ r' — rr' cos0 

et, par suite, 

A'- 'L—Xoa—^^^ 

Soil, en second lieu, r <\ et r'cos0 > i. Posons r'cosfi = 4? 
on aura 

log -^ = log -^ ^.:^ = log —j^^ ~[ 

^ , ,-r>-?^/^ 

= _ 2 9 V - 1 - log T=:r-; 

par consequent 

B' — _ 7: log r — 2 / 9^9 1 ,. 

°i— /T, Jq ^ ^ I — 2rcos9 -4- r» 

I -a premiere partie est egale a 

, r rr' COS0 "I , / ' a^-¥b^ \ 

Calculous la seconde partie; elle est egale a 



«= « n= ae 



— 2% I r"sin/i9 9rf9= — 27: \ (— i)*^* — = — 271 log(i -h /•) 



n=ri /l=ri 



Ainsi 

B' = TT log (l- ^^JJ^,) ~ 27r log (l + v'«^-f-6>), 

done 

A'= ; ^ t . , log ( I % rT7 ) v^^y,; l0g(l + sjo} H- 6») . 

eifl' H- 66' ^ \ rta' -^ bb' ) aa! -\- bb* ^ ^ ^ ' 

m 

En troisieme lieu, supposonsr>i etr'cos5>i ; alors on aura 
B' = 7:Iog( I , ,.■ ) — 27; log I 1+ ' —] 



et 



^ - ^ZTw' ''^e ('- ^^^^') " ii^^^ '*'K'"^ vri 



b' 
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Si Ton suppose r= i, Tintegrale B' est infinie. Si Ton fait r'cosfi = i, 
sans que r soit egal a Tunite, alors 

r^ . rsinQ 1 , i ~g-yv^ ^ 

B'= I do ^ z-7= log 7=r-^ 

Jo ^ 1 — 2rcos(p-4-r»^/Z:7 "^ ,_e?V--i 



mais 



ft 



sin 9 , — 
, I — e""?v— ' 1 — coscp"^ 

log ==. = log ; ' 

,.evv^ \^ ^'"? y/— 

I — C08<p 

I , I — e""?^^ , sin 9 

log =r- = 2 arc tang 



= 2 arc lang lang f -1 =;:— 9; 

done 

Jo I — 2rcos9H-r* j^ ^ ^ 1 — 2rcos9 -H H 

Si r est inferieur a i , on aura 

B' = — 7rlog(i -<- r) — 7rlog(n- r) = — 27rlog(i -I- /') 

A'= — ^ log(i -f- r) = - . ^^ ^ log(i -h s(a» -+- 6^ • 
^ Va' -h 6' 

Si r est > i , on aura 

B' = ~27rlog(i-+--') el A'==--=^^logfi4.^=J=.V 

De r integrate 

/ Ml — 2a'x — 26'j-f-fl'=-h6")"'(i — x' — ^*)"* 

X(i — a^ — 67)[{i — a;c — 6^')» — («»-f- 6») (^' -4- j' — 1)]-' Jjiv/r. 

Je me servirai des notations que j'ai employees dans le calcul de 
celte integrale. Ce calcul suppose essentiellement que r et r' soient in- 
ferieurs a Tunitc. Je vais actuellement faire Thypothese der> 1. Dans 
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(Jra faire Tintegration du residu de — i Si ^', et de ^" a -f-i. Mais 
ici, le residu n'est pas le meme dans ces deux intervalles. Cclle des deux 
racines 

I — rcos6$H-^i — 2rcos9$-+-r*cos'0 i — rcos 0^ — y/i -— 2 r cos 91 -i- r' cos^ 6 

qui est comprise enlre — i et -4-1 est la premiere quand ? est supe- 
rieur a r? et la seconde quand S est inferieur a r- C'est 

rcosw ^ ^ rcos0 

done la premiere, quand ^ est compris entre ?" et -hi, et la seconde, 
quand | est compris entre — 1 et ^'. On s'assure facilement de Fexac- 
titude de cetle proposition, en remarquant que Ton a 

r <' — \ — el H'^> ! • 

rcos0 ^ ^ rcosO 

Le residu correspondant a Tintervalle de — - 1 a §' est 



2vL»-h .N^— M- 

le residu qui correspond a I'autre intervalle est — - - - - - _z_-^- 

Done, dans le cas oil rcos6 est superieur a i, Tintegrale A que nous 
cherchons est egale a 



""V-. Vi-2r' 



d^ 



\ -h r'»v/i — 2i-cos0^ -f- r'cos'Q 



J^" V* — ^'^'^ "♦" '*"vi — 2rcos05 "h r^cos^OJ 

Soit maintenant r cosS < i . Alors L -h M reste toujours positif ; quant 
a M — L, il s'annule deux fois pour ^ = §' et ? = ?"; c'est toujours la 
seconde racine qui est comprise entre —i et -hi, de sorte que, dans 
ce dernier cas, on a 

\J-., sji-^r'l+i^'ijt-'. 



2 rcos 6$ -I- r'cos'9 



J^H )j\ — 2/-'^ -4- r'^v^i — arc 



arcosSH -^ r^ cos' 9 



3lO ETUDE DE CERTAllVES FONCTCONS, ETC. 

On calculera les inlegrales precedentes par les precedes ordinaires; je 
ne donne pas ieurs valcurs qui sont un peu compliquees. 

On voit immediatement comment on deduira 1^ cas der'>i du cas 

der'<i, en posant r' = -7" 

Je me bornerai a donner la valeur de I'integrale A dans les hypo- 
theses rcosQ = 1 et r' < I . On a 

On trouve sans difficulte 

A = -=log 



Enfin, on discuterait sans la moindre difficulte i'inlegrale 



//• 



dx dx{i - -ia' X - nb' y -h a" -h b") '{i-x'-y') 
X[(i- ax - bry-{a^-¥- b*){x' +r'- t)]-', 

qui sert dans I'etude des fonctions tD,„,„, <>„,„. 
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ramene k I'integration de six equations du premier ordre. Ce resultat 
avail ete dejk obtenu par Jacobi (quoiqu'il ne Tail pas dit d*une ma- 
nifere explicite), mais ses equations n'ont pas la forme canonique. 

1. On appelle substitution orthogonale une transformation lineaire 
qui se renverse par une simple rotation du carre des coefficients autour 
de sa diagonals rotation par laquelle les lignes deviennent colonnes, 
et vice versa. La substitution orthogonale est done representee par la 

formule 

h h 

( I ) ^' "^ y, ^'* ^' ^' ^ y,^^* ■^*' 

Les coefficients d'une substitution orthogonale doivent satisfaire aux 
relations suivantes : 



{2) ^ ou bicn 

h 



(h h 



2^ ^'* ^''^ ~^i \ ^if» ^'A == ' • 



A chaque combinaison d'une variable Xi avec une variable ^f^ corres- 
pond un coefficient c^^ on a 

dxi d Ik 

La formule de transformation (i) s*applique d'ailleurs, non-seulement 
aux variables x et |, mais encore a leurs derivees dx et e/§ et aux ca- 
racteristiques D^rCt D^; on a, par exemple, 



D^=^CMDg^, \^^J^c,^)^^. 



Si la meme substitution orthogonale intervientsimultanement entreles 
variables x et |, et entre les variables / et 17, on a 



i h,k i 

\ Xi Xi =\ U fikS Cik Cik. 
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Or, grace aux relations (2), tous les termes de cette somme pour les- 
quels h difTere de k disparaissent; il ne reste done a droite que les pro- 
duits ^a>7a9 6t nous pouvons ecrire 

[7. bis) \xy^=^\fyi. 

Cette equation a une signification symbolique. A la place des systemes 
conjugu^s X, 5 ety, >j, on peut evidemmenl prendre deux systemes 
quelconques, assujettis aux mimes relations lineaires. On peut done 
remplacer y eiin par x et ?, ensuite x et ? par dx et rf^, et ainsi de 
suite, ce qui donne 

J^—J?'. ^rfx'=^rf^', ^xdxJ^^dl, ^Di=^I)|,..., 

oil D* signifie une Feconde derivee ou le carre d'une derivee premiere. 
On peut aussi ajouter ou retrancher plusieurs egalites de cette espece, 
de sorte que, si la meme substitution a ete appliquee a un troisieme 
systeme de variables conjuguees z et ^, nous aurons 

^(ar» -H j» -+- z») =^($' -f- y}» 4- ?'), 
S{dx' H- dy' H- dz')=S{dl''^dr,' -4- rf$^), 
S{ X dx — r^^) ==\ii dri --- -ri di), 



Si les variables x satisfont a un systeme d'equations differentielles du 
type -^ = j-"t les variables ? seront assujetties a satisfaire a un sys- 
teme tout semblable. En effet, si dans Tidentite {2 bis) nous rempla- 
Qons aj par d^x.dx-^ d^y.&y-hd^z.^z, nous avons, en etendantia 
somme a toutes les variables, 

d'oii il suit que 

d'li __ rfU 

dr " dh 
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II s'ensuit qu*un systeme d'equations de la forme 



m 



dr ~ dx 

se change par la substitution en un systeme semblahic 

d^dV 
^ dr - rfg * 

2. Les masses fx sont en general arbitraires, et on pourrait les prendre 
egales a Tunite. En effet, ce qui se determine par la substitution, ce 

n'est ni la coordonnee ^ ni la masse [i, e'est le produit \iiS. ou bien 
fx^^, que Ton peut representer plus simplement par |^ 

Nous ferons toutefois unc exception pour la masse ^j^q- Nous convien- 
drons qu'elle represente la somme m des masses /w,, 

^9= /II =: /Wo -f- m, -h . . . -h /I7„, 

et nous la supposerons situee au centre de gravite du systeme donne. 
Soient X, Y, Z les coordonnees du centre de gravite, nous aurons 

et 



|uio H* = m X = N nihX/,, 



(5) I iJ.ori, = mY =\ 



niAXk. 



Lg ?o =^ niZ = \ nth Zh, 



Cette condition determine les coefficients c^o d'^"*^ (')• H ^'^^^^ prendre 



(6) 



Cho = 1/ — 

y m 



pour avoir fXo?o ="2,^^^^*"" ^^ s'ensuit que 
et, par consequent, 

n 

{ 7 ) Xi— \z= ---_- \ dh \^h Ik- 



sjnii 
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Les formules (2) donnent encore 



n 



2^ Chi )fm = ou bien c«, ^m, = -" \ ^ai s/'"* » 

O I 

d'ou 



n 



(8) \/iJ.ili=^2,Chi^mH{Xh — X,), 

• 

ies sommes devant s'etcndre depuis A=^i jusqu*a h=^n. Les for- 
mules (7) et (8) montrent que les 3/i variables |i,>?,, ?n. ..•!,„>?„, ^„ 
remplacent les 3n-+- 3 coordonnees a: — X» j — Y, z — Z, dont Tori- 
gine est au centre de gravite. Cela tient a Texistence des trois equations 

(9) \mi[xi — \) = o, N /w,Cr. — Y)=:o, • \ /n,(z, — Z) = o, 

par lesquelles ces 3n-4-3 coordonnees se reduisent a 3/i variables in- 
dependantes. L'equalion symbolique (4) devient a present 

#1 n 

(10) ^/n/((x.))-'n((X))=^j«,((5,))- 

O I 

On pent lui donner une autre fornf)e tres-interessanle. On demontre 
sans difficulte Tidentite 



i»h 



\ numh ( Xi — Xk ) (/, — ja) =N Wi . \ niiXiXi — \ m, Xi . \ miXn 

que Ton generalise en Tecrivant de cette maniere 

(11) \ m, mA((x, — ^/k)) = mS mi([xi)) — ( ( \ 'w* •^•l ) » 

oil m = \ /w,. Nous remplaceronsN /Wio;,- par mX, et comme Texpres- 

sion a gaucbe ne change pas, si on diminue tous les x d'une meme 
quantite, par exemple de X, il vient, a cause de (9) et (i 1), 

n n n ft 

( '2 ) ^^'w.'"* ((^.— ^*)) =y m,((x,)) - m((X))=^m, ((x,— X))=y ^.- ({?.))• 



o 
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(le soite quo 

M/ ~ \ w* , M I Xi = \ /wa jta, M. = mo, M, =. /?/ , 

o o 

\« ^^^ X#> An :^^ A, 
jTi — \i*, Xi — X|_i I X| — X|_.| ! ! Mj_i ! M, I /i/|. 

La formule (i6) devient alors 



/I — I 



\mimh(lxi — XA)) = M,_, \ mi((^, — X„)) — M„m„((j:-„— X„)). 



o 



Or Tequation (12) nous donne, si nous remplaQons n par/i— i, 



n — I /I - I 



\ mt nu {{Xi -^xk)) = M,-, \ m, (( a:-, - X,. ., )) ; 

o o 

par consequent 

n « -I 

( 17 ) \ m/ ({ jr, — X. )) — \ m,- ((^/ -- X„_, )) = ^^ w„ i(x„ — X„)). 

o o 

Cette tbrmule etant appliquee plusieurs fois de suite, il vient 



n 



\ m/(fjp/— X„)) =:\ jg-^m/ {{Xi—\i )) = \-j^ 'fh({Xi — \._, )), 



o 



on bicn 

n 
r 

On obtienl done une substilulion orthogonale qui reduit ^ a n fer- 
mes, en prenanl 

(19) !J'i = ni; -^ ? li z= Xi — X/_,. 

Les relations Iin6aires par lesquelles les variables ? dependent des 
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anciennes coordonnees x — X sont tres-simples. Nous avons d'abord 
5, = jT, — a?o» puis 

-y< — X« ^i X« — X|.,i 

Mi_, Mi nii 

d'oii, en eorivant de nouveau X pour X„, 



Mi ^ Ma 



IH-t 



d'oii Ton tire 



n 



(20) ^,_x = t-^g5^. 



La coordonnee de m^ est done 



A 



et celle de /w^ : 









La comparaison avec la formule generate (7) inontre que ies coefli- 
cients de transformation peuvent etre ehoisis de la manifere suivante ; 

L ^ • . I mifYik jL^ • 

6iA=o pour ^<i, ^'* = ~\/jJ"^j — P^"** ^>'' 

et 

Si le premier corps m^ est le soleil, Ies aulresetant Ies planetes, Ies 

rapports -r— s'ecartent tres-peu de Tunite, et Ies masses fictives fx,- 

different a peine des masses plan^taires m/. La premiere coordonnee 
Xq — X est alors one quantite trfes-petite de I'ordre des masses plane- 
taires, Ies autres coordonnees Xi — X se composent chacune d'un terme 
principal 5, et d'une serie de termes secondaires, de Tordre des forces 



328 suR i:ne transformatiobt 

perlurbatrices : 

m, 2. nij ^, 



X,. — \ zrr — 



^, — \ - f , — 



x", — X = 5, — 



/Wf -f- /I?, /Wo -f- /n, -+- /Tij 



/Wo -I- /W| /W« -4- Wl, -h /Wi 

/Wj £, 

/W* -h /Wl -h /Wj 






/?l. -f-/W, -+-... -h/W„ 



On peut encore comprendre dans cet engrenage la lerre el la lune. 
II faut, dans ce cas, representer par mo la terre, par rrii la lune, par m^ 

lesoleil. Lamasseu., = m, — differe alors tres-peu de la masse 

*^' /W» -f- /w, ^ 

lunaire /72«, les masses jx,, 1x4, ..., tres-peu des masses planetaires/773, 
//i4, .... Enfin, la masse fXa du soleil fictif est a tres-peu pres egalc a 
la masse terrestre mo, puisque 

fjLjZ=:(m, -f /W.) 



/Wj -4- /Wl -h /Wo 

Lorsqu'il ne s*agit que de deux corps (/i = i), on a d'ailleurs 

mo((.r. - X)) + //I. ((^.- X)) :- u, ((I)) = -"-^^ ((X. - xo)) 

/Wo ~f~ /W| 

'Wo -f- /W, 
/Wo 

//I0-4-//I, 

= /Wo (( ^0 — A )). 

/W| 

On peut done indilferemment considerer, soil le mouvemcnl des 
masses accouplees /Wo, /W|, qui pivotent ensemble, aux exlremites de la 
ligne Too autour de leur centre de gravite commun, soit celui d'une 

masse JUL, = — " — ^9 tournant autour de m©, soit enfin relui d'une 

* /Wo -f- /Wi 

/w, -f-/n, //?„-4-/w, I . ,. 

masse mo — ou /w, ? remplagant respectiv^ment tHq on /;/,, 

et tournanl autour du centre de gravite des deux corps. Ola reviefit a 
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5. Je supposerai que la fonclion des forces a la forme ordinaire 






ou T/A figure la distance mutuelle des masses m^, m^^ ei k la constante 
de TaUraction. Comme U ne depend pas des differences des coor- 
donnees, nous avons 



dx Zu dy Zj dz 



dy 

d'oii resultent les trois integrales qui expriment la conservation du 
mouvement du centre de gravite, 

/nY = A'-hB'^ 

En meme temps 

do "" rf/' "' di^ ~ ^' 

d\} -^dY^^dV _ I ,R, . |.,, ^«.,. 
(2.) ('^ rfi^ _-.(B»-4-B»-hBM, 

;n^^^Y^^ = J.(AB'-A'B), 



Si nous nous reportons maintenant ^ I'identite symbolique 

II 

=^m, (( j;.— X)) rT::^f;i, (( t.)), 
o r 

nous voyons que nousaurons ((X)) = const., lorsque le symbole ((a;)) 
repr^sente la force vive ou le mouvement areolaire, et ((X)) = o quand 
[[x)) =d}xix. II s'ensuit que les integrales des forces vives et des 
aires ont lieu pour les variables Xi — x^^ a?/ — X et§/, avec des con- 
stantes qui ne different que par le terme rn[{\)) des constantes ana- 
logues que Ton trouve pour les coordonnees absolues Xi. 
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coefficients de la transformation simultan^e 



n 

^nii Xi ==N bik ^ntk Uhf 



o 
n 



en supposant que 



V^ h =\ bki >jmk Uhy 



bih-^ frill ==o, i,v= I. 



On a d'abord 221, = or, + £|-, et la resolution du systeme montre que Ton 
peut prendre 



(28) 



2 (3a/ 2 p„- 



B ' ^" B 



en designant par B le determinant des b^ et par ^ai le coefficient de 6j^i 
dans B. La transformation prend alors cet aspect : 

o o 

Cette formule represente une substitution orthogonale cntre les varia- 
bles slniiXi d'une part, et V^fx,f, de I'autre. Pour obtenir que So soil la 
coordonnee X du centre de gravite, il faut encore tenir compte des 

equations (6), c'est-a-dire prendre 0^0= k/—- Nous ferons desormais 

/Wo= i> en prenant m^ pour Tunite des masses, etnous ecrirons ^ a la 
plare de /3oo. de sorte que /3 representera le determinant mineur 

Les equations (6) et (28) donnent alors 

Ces relations specialisent en quelque sorte la substitution orthogonale 
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qui convient au probleme des n-M corps. Elles sonl au nombre de 
/i-f-i, mais ne represen tent que n conditions distinctes, car on a iden- 
tiquement 

n n 

^cl = i ou bien ^(2(3*0)' = B'~ (2(3- B)', 



d'oii il suit qu'en faisant -^ = \/— » on aura necessairemen 



t 



2(3 I 

B ^m 

II ne s'ajoute done que n conditions nouvelles aux relations 

qui existaient deja entre les n(/i -f- 1) quantiles bf^i dont les indices A,i 
sont differents Tun del'autre.Par consequent, si Ton tient compte de 

toutes les conditions a remplir, on dispose en realite de "" arbi- 

Iraires (d'uneseule dans lecas de trois corps). II est vrai que Ton pent, 
en outre, considerer comme arbitraires les n masses jul, m^is elles n'en- 
trent dans les formules que comme facteurs des carres des coordonnees; 

aussi ecrirons-nous desormais %i a la place de yf^ii,i^ de sorte que les 
formules de transformation (7) et (8) deviennent 



Lf A 



( 7 bis ) sfmi (Xi — X) - cm ^, 



h= 



( 8 bis) I, =\ Ckt slnik ( JTA — ^0 ). 

A = i 

8. Les equations de condition (3o) peuvent etre remplacees par des 
relations lineaires entre les quantites b. Nous avons, en verlu des pro- 
prietes connues des determinants, 

h=.n h — n 

S bu p« = o, y bAi p*. = B, 

A=o A=o 

AnnaUs scientifiques de VEcole Normale supirieure. Tome V. 4^ 
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d'ou, a cause de {2S), 

bki -+- \ bki Cm = o, 

(3i) { '/° 

A = o 

On en deduit, en faisant dans la premibre i = o, dans la seconde 1 = 0, 

n 

{i -h ^)b^i-h\^mkbki"0, pour />o, 

(3..) 

— ^m 4-N ^k bh. = o. 

I 

II est facile de voir que Tune des equations ( 32) resulte des n autres, 
<le sorte qu'elles ne represenlent que n conditions distinctes. En efTet, 
si nous ajoutons les equations qui correspondent a /=o,« = i, 1 = 2,..., 

apres les avoir respectivement multipliees par i-i- \//w, \m^ , yma ....• 
il vient 



n n 



I - m -l-(i 4- ^rn)\^hbk9-^ ( n- v m ) \ sfm b^ "^ \\ S^^h nu bki - o, 



I r 



equation identique a cause des relations qui existent entre les b. 
Le svsteme des formules 

60/ = — bi9, 

h=rn 

(33) 



(i H- v^) 6«i= — y^ ^mA^Ai, 



A = 

A = n 



(1 -+- sjm)bi^= lyjmi—y sfmkbik, 



A=i 



oil Ton suppose toujours les indices let h differents dezero, exprime les 
quantites 6/0 et 60, par les n(/i — i) quantites^/^ dont Tindice h differe 
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<le i. Ces quantites sont assujetties a satisfaire a ^ "" relations li- 

neaires et ne representent consequemment que ^ arbitraires; je 

les appellerai neanmoins les arbitraires, afin de les distinguer des ba, 
boi et 6,0. 

On pent exprimer les coefficients de la substitution par les arbitraires 
seules, en eliminant les 601 ^t les bi^. 

L'equation (3o) nous donne d'abord 

( (i-+-V^)B=i2v/^p, 

Le determinant |3 ne renferme que les arbitraires; il fournirait les 
coefficients d'une substitution ortbogonale du degre n. Nous pouvons le 
decomposer en determinants partiels a faidc de la formule 



n 

X 

oil la somme so prend par rapport a A ou par rapport a <*. On deduit 
/3oA de ^, et ^^ de ]3oa par les operations suivantes. D'abord /3 se change 

en (n-v^)|3oA» «i la ligne6<A, 62/i, ... est remplacee par 

— ( I H- \/m ) fc,o, — - (1 -f- v'm ) ^?»» • • • » 

ou bien, a cause des formules (33), bp,^ par 

p 

Le terme — 2 y^ donne — 2% vm^SpA, le terme K-m^bpf, donne 

V^'WajS, et les autres termes donnent zero, en vertu d'un theoreme 

connu. Par consequent 

r 

(35) {i-^sjm)^,k=^ V'^P— 2N v'mp6^A. 

On deduit ( i -+- s[m) ^(^ de ]3oa en rempla^ant dans B la colonue 6,0, b^ , . . . 

43. 
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par une colonne 

Eq tenant compte de (32) et de (33), cela revient k remplacer 6/0 P^'^'* 

et bfp par 

v/m,6,p4- ^nijbip ■+-.... 

Les termes y/niibip donnent \/mi^ohf l^s termes ^m/fb/^p, oil k differe de 1, 

donnent zero; enfin le terme —2^m, dans Texpression qui a pris 
la place de bio, se trouve multiplie par le coefBcient de —b,^i dans |3. 
II en resulte que 

(36) ( I -+- yfin) (3m = V^P»a -+- 2 y^6/A. 

Je designerai a present par 7,^ les coefBcients d'une substitution 
orthogonale du degre n, tiree du deterniinant mineur j3, de sorte que 

/ o^ \ 2 6m 2 61, 

(3?) y'*'^^^' >'"="^~'' 

et je representerai par 

1=1 

ce que devient |3 lorsque la ligne 6|A, ^aAf •••» *m» ••• est remplaeee 
par \/77i,, \//Wa, ..., \/m,, .... On trouve alors que les coefficients c s'ex- 
priment facilement a Taide des 7. En effet, les formules (34), (35), 
(36) donnent 

'-^niCdk= -^ — ^rnh=\ y/nipypf,, 
(38) (3 ' ^^ ''"' 

CiM ~ y/A H -=- Cth- 

I -f- y^m 

La substitution orthogonale du degre /{+ 1 conduit done ici a une 
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autre substitution du degre n : dans le cas de trois corps, c*cst une 
substitution ternaire qui revient a une substitution binaire. On pour- 
rait i'appeler terno-hinaire. On tire encore de (7 bis) el (8 his) : 



(39 J 



ou bien 



(4o) 



^1 — X = -r= \ Cih Ikf 

^' "" ^* ^ ^i^^T^ Ld ^ ^'"'* ^''^ "" ^" ^'**) ^*' 
^9— X = \ Coa2a, 

^« ~ X = -=: \ ^ikik H 7= > C„A Ea. 

Xi — JTo = -= > yiA^A ^^= > CoA ?A, 

^nii ^ I + v/m La 

La I 4- i/m 



\ 

les somines devant etre prises par rapport a A, depuis A= i jusqu'a 
h = n. On prendra toujours mo = i. 

Un cas particulier est ceiui ou toutes les arbitraires s'evanouissent. 
Les quantites 6 se reduisent alors aux suivantes : 

On = I , bio=— Ooi = 



I 4- v^/n 
et les determinants mineurs sont nuls ou egaux a I'unite : 

L'unedesformules(4o)donne alors, sinousremplaQons £,• par smi^if 



n 

:Fi — ^0 = ?,H ;= > /wa^: 

1 -4- i/m ^ 



c'est la transformation par les points canoniques, que nous avons deve- 
loppee au n'' 3. 
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Un autre cas particulier est celui qui a ete traite au n^4» oil nous 
avons obtenu unc substitution orthogonale en introduisant les centres 
de gravite succcssifs des syslemes Mo» M,, M2. •... H est clair qu'on 
pourrait aussi arrivcr a la transformation generate du degre n-h i en 
prenant pour point de depart l*un de ces cas particuliers et en appli- 
quant aux variables speciales xyz une substitution orthogonale du 
degre n, de maniere que 



/I 



S=^m,((x,))-^f^/((?/)). 



Je me bornerai a indiquer plus loin la marche a suivre dans les cas 
de trois et de quatre corps. 

9. Nous allons d'abord appliquer les formules generates au pro- 
bleme des trois corps. Nous avons ici n = 2, et les arbitraires se r6- 
duisent a une seule, b = b^2 = — *2i« Donc(*) 

0. lb 

y,. i.r y,, rrr - - I, y„ rrr - y,. =: — • 

Les 7iA representent une substitution orthogonale binaire, et si nous 
ecrivons, pour abreger, 7 k la place de 7,, et de 7,2, 7' a la place de 
7,2 et de — 72M nous avons 7^^-7'^ = i, et nous pouvons prendre 
7=:cos9, 7'=sin(p, en representant I'arbitraire par Tangle 9. Les 
formules (38) donnent alors 

/ Coefficients de 

I V m c«, -- — y'wt, y -f- v'm, y' , 

^9 X < 

( ^m Coa ~ — v'/Mj y — V''*! y'» 

(4,) / i (1 + v/m) v'mc,, = (i 4- \/m -i-m2)y -f >/m, m, y', 

( I -+- v'm ) ^i c,a --- — si nix m, y H- ( i 4- \'m -}- m, ) y', 

(1 ■+- v^m) sfiiicn^ — yjnix nuy— (1 4- ^ni -h /Wi) y', 
(i -I- \lm) sjm c„ = ( I 4- v/^ -t- m, ) y — v'/w, //i,. y'. 



(*) Nous avons loujours accol6 les indices A, / sans les s^parer par une virgule, nous 
avons 6crit />„ pour ^, ,, etc. Le lecteur ne s'y trompera pas. 
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Ccofficients dc 

V^i c« — s/wj c,j = — v/'w C(„ 

V'Wj C.J — c'« — — \Jm c,„ 

Cix — yjnix Co, =- yjnictu 
Ca — v/ii, c«2 ■■ — ym Ca,. 

L'inspeclion de ces tableaux monlre que les.six coefficients (4^)» q^ii 
servent k exprimer les differences des coordonnees par les ^yjr, sont 
les mimes que ceux par lesquels on transforme les coordonnees 
^ — X, y — Y, J3 — Z, rapportees au centre de gravite, ou, du moins, 
que ces deux groupes de coefficients ne different que par des facteurs 
qui dependent des masses. Les formules (Sg) combinees avec [!\o) 
donnent, par exennple, 



X9 X — Ctfi ^1 -t" C^a ifii 



v/ 



/n, nu , 

^Xa — X\) — Coa Ci — C^x Ca» 



d'oii Ton tire 

On a des relations analogues pour [x^ — X) et(a7o — x^), pour (ar^ — X j 
et [x^ —oCq)', elles montrent que notre substitution terno-binaire four- 
nit les trois substitutions binaires contenues dans la formule 

^' ^* ~~ m, -^-ma 

,,,, , mm,{x, — X) -+- m,/iio(^a-- ^0)' 

(43) 



ma 4- /W# 

mmi{Xi — \Y -^ /w.m, (^0— ^1 )'' 
m« -h m, 



qui decoule aussi directement de (18). On peutremarquer, en outre, que 
les trois groupes Cq,, Coa; Ch> c,a; Ca,, C22 dependent chacun de y, y' 
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par une subslilution orthogonale, ce qui s'exprime par Tegalite 
qui resulte aussi des relations 






eii prenant toujours mo = i . 

Si nous faisions d'abord <p = o, y' =• o, y = i, en ecrivant \//w, §,, 

Vm2 12 St la place de |o ^a» nous trouverions la transformation par la- 
quelle les planetes m,, m^ sont rapportees au point canonique du Soleil 
Wo- En effet, 

\/m (:ro--X)=r — (m, $, -+-m,5,)> 

X^ — Xx i:^ ^2 — ^1, 



comme dans (i4)* Pour examiner de pluspres le cas general, j'inlro- 
duirai les trois angles ao> «i» a^ d^finis par les Equations 



^mi m, v^ 



(44) lga.= 4/^, iga,3=— 5LJ, , Iga 

V m, 1-4- )lm -4- m, 



I /n, 



el je poserai 



d'oii 



a, -f-ai=0, a, — ai = 0j, a, -f- aa = 0i, 

2 



e + e, + e, = -, 



(45) ige = 4/^i^, ige. = ^.2!i., tg e, = 4/_2!i. , 

sin* = , :» cos' =: , r» 

(i-+-m,)(i4-m,) (i-hm,)(n-mi) 

sin' 0, = . TT-' -v ' cos' 0, = 



(I 4- mj) (m, -4- m,) (i -h m,) (m, -h m,) 

sin' 0, = , r: ^ : » cos' 0, = 



(i -4- m,) (m, + m,) (i -f- m,)(m, -h m,) 
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On Irouve alors 



Avec ces coefficients on a, par exemple, en retablissant mo pour plus 
de symetrie, 



I 1/ r-^(^i — X)=:5«cos(9 — a,)-f-?asin(<p — a,), 

\/ ^ ^^, ( J^. — ^0 ) = ~ ?. sin ( 9 — a, ) -h ^2 cos ( 9 — a, ), 

(47) \ 

\/ »,^'L ^^^ - X) = — 5, sin(9 4- aO -f- ?, cos ( 9 -f- a,), 

y //lo ~T~ /#*! 

y mo 4- mi / •» V T / -9 VT 

Si Ton fait a, — 9 = (j;, on a 9 4- aa = — +, et il vient 



t/ ^' (^a — ^0) = ?i sin ^1^ -I- 5j cos v|;, 

i/y^^ (^. - ^.) = ?. COS ( 9 - 4.) + ?, sin ( - + ). 

J'ecrirai maintenant de nouveau Vj^i ^m Vf'2 ^i> ^ '^ place deS,, s^, 
et je poserai 



(49) ^cos(0-<].)=y/Y^^, v/J^cos4- = y/j 



/It] 



Comme on a 



. ^ V'w, m, 

sin = 



V^(i4-m,)(i -+-m,) 

Jnnaies scientifiques de i'Ecole Normale supirieure. Tome V. 44 
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la premiere des equations (48) donne 

m, $, sin 4^ 



Xi — JT© — ^j —f" 



I -f-/w, sin COS (6 — ^) 
On trouve de cette faQon 

^ i + m, L tang 9 J 

iH- iwa L tang J 

Si /Tio representait le Soleil, mi, m, etant deux planetes, il sutlirait 
de prendre Tangle ^ entre les limites zero et d, pour que les seconds 
termes de ces expressions fussent toujours de petites quantites de 
Tordre des masses m, , m^ et, par suite, comparables a des perturbations. 
On pourrait alors, en premiere approximation, prendre x^—Xq = la 
et J?, — iTo = ^o et les coordonnees |,, |a seraient celles de deux mou- 
vements elliptiques. En meme temps, les masses |uL|, juia difTereraient 
pen de m,,//!,. 

II n'en serait plus de meme si /tiq etait la Terre, m^ la Lune, m^ le 
Soleil. Dans ce cas, le second terme de x^ — x^ ne serait plus tres- 

petit par Teffet du coefficient ^—^ dont la valeur serait alors voisine 

de Tunite; en outre, le rapport ^^~^^* ^et par suite aussi ~) pourrait 

devenir egal a 4oo. 11 faudrait done alors prendre ^=-0, afm d'an- 
nuler completement le second terme de x^ — x^. On aurait de cette 
maniere 

(5i) < 

nix mj(i-|-/w,) 



f Xi — X9 — ^a ~T" ; C\ , U-i — 



m 



Cest notre transformation (ig), car, en designant par X| la coordonnee 
du centre de gravite de la Terre et de la Lune, nous avons 

:ro-+- m,x, — (i 4- /n,)X,, d'oii 5, = ^,— X,, 

comme dans (19). 
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On pourrait encore poser 

>.sin^J/ = £sin0, Xcosi}' = ' -h ecos0, X'=: i -h 2ecos0 -h e% 

£ etant une quantite arbitraire destinee a remplacer ^, Les formules (4^) 
et (49) donneraient alors 

J7| ^« — qi -t- 



I H- m, 6 -f- cosd 

(52) 



I -h m, \i -h ecosO ) ' 



I, \e -f-cos0/ 



'^^ I -I- m, \e -f-cos0 



C'est la transfornmation adoptee par M. Weiler. Pour la theorie de la 
Lune, on prend £ = 0, en designant ici par m^ la Lune, par /n, le So- 
leil. Si /n|» /nj sont deux planetes, itiq etant le Soleil, on voit que les 
seconds termes de x^ — x^ et de X2— Xq seront toujours de petites 
quantites de Tordre des forces perturbatrices, tanl que £ reste positif, 
quelle que soit d'ailleurs la valeur absolue de cette constante. 

10. Nous allons constater que Ton peut aussi arriver a ces formules 
en partant de la transformation indiquee au n^ 4. Si nous 6crivons x, 
y, z a la place de ^, ri, ^, les formules (19) et (^o) donnent, X^ etant la 
coordonnee primitive du centre de gravite des deux masses /Wo, /w,, 

X| :=^ J/i — Xo f Xj ^^^ SPi — A| f 

/Wo m, ( m« -h m, ) m, 

^ m9-\- mt '^ nio-h nii -+- m^ 

On tire de la 

Y /Wo -f- /Wi 

Xi X^ — X| , X^ — Aj — — — — . \^ 

ni 

( 53 ) { X2— Xo -- Xi H X, , 07, — \j — X, H X, , 

* /Wo4-//'i /W /Wo-*-/W| 

_ /Wo Y /Wa /Wi 

.3^2 ,T| ~ - Xa ; Xi f Xq Aj — Xj ■ X| , 

/Wo -h //l| m /Wo -f- //'i 

en ecrivant toujours /w pour /Wo-h /w^ + /Wa. Ces relations peuvent se 

44. 






\- 



, — m. 



— X. ^= ^ ^ 1 . 



J X; X, 



% fK* r- 1 ■^■~ "^ ^^; 



\ /7" — ^.: 



%«/^ — /•'i 



\ 






/?*.. — /r 



~^^~~ X ■""■ A r — ~ ~ ~ — — 



V ff'., — ff-z 



\ MM, •— K W; 



/r./FL, — \ Si\i\ /n, «- — % ^ \ % 

X, — X: — . = 



f '^' ^ '^- % mm — m., m^ 

>i >:i irjtr*>diit its angles 7 defiob par les ^>rTDule^ 43 . :i iir&i 



I 



v^ 



X. — X, =z % ^- 1: :»:i*7 — % - I >iS r 



V 



Xj — X ^ ^ ^. \. '''.Kn z — % - X ^i" - 



m — m. 



yj 



\'ii^ 






V 



/ X.— \. = — % :i:i;Mr. r — » - \ :■. 



Ir \'.*yK maintirii^Gt 



• • 

rl je Irouve 


' % :i:is — 1, sir* ? - -, 


'v 


'"■'"= ^ ^ - ^-- 


IW^ — J?lt 

IK l»l; . . 

t" 1^ — » cm 


/« — W. 



— 1 ?ir. r — -r . 



— 1 5IQ 7.— - . 
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En ineme temps 

Les formules (57) co'incidenl avec (48), si on avance tous les indices 
d'une unite en ecrivant i, 2, o pour o, 1, 2, et en prenant Wo = i, 
6, = 6. 

Pour un systeme de quatre corps mo, m,, /Wj, m^, nous aurions 






et 



_ Y _ (/Wo-+-m,-i-ma)ma 

X3 Xi Ai , U3 ; ; ; ? 

/Wo-f- /n,-l- m,H- /Wj 



les valeurs de X(, X2, juif, /x, etaut les memes que precedemment dans le 
cas des trois corps. Les formules (20) donnent les expressions des eoor- 
donnces a?— X par les trois x, et si nous introduisons les angles s^^, 
:^i, B-2 definis par les Equations 



(S^J { , 

oil m — /n^ -4- m^ -h /Wa 4- /Wj, il vient 

/ wm, _. , / — . ^ . — 

(59) ( ^ .!!! !!: 

y m — m (•^'"~ ^3)— — v///3X,sin^,— (y^XaSin — v>.x,cos& jcos£r,, 

Les formules (55) montrent que les deux parentheses qui enlrenl 
dans les expressions de x^ — Xj et de a?^ — X, represenlent les roor- 
donneeso?, — Xa eta;^,— X2, comme X3 represente x^— Xj. On pour- 
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rait inaiDleuanl transformer les variables X4, \2* ^3 ^u moyen d'une 
substitution orthogonale ternaire qui renfermerait trois angles arbi- 
traires f , ^^ y\ les nouvelles variables dependraient alors des quatre 
coordonnees a^o— X, a?, — X, a?2— X, x^—l^ par una substitution 
quaternaire de I'espece definie par les formules [t\o), 

11. [1 Y a quelque interet a comparer ces formules a celles de Jaeobi. 
En introduisant dans ces dernieres les changements de notation indis- 
pensables, nous avons, pour trois corps, 

.r, - X-i- ai,5i4- fl.a^j, 
.r, -_ X -+- a^x 5, -h an \i^ 



iTlX :: - /??oa7o-f- /Wi Xx H- niz Xi , 

\x = OCox Xo-^- OCxx Xx -¥- aji X2 , 
ca ^^^ flfoj "^0 H"' Ofia "^i H~ 3faa X2 9 

avec ces conditions pour les coefficients a et a : 

/Ho «oi4- m,a,,-f- /Hjaj, .- o, aoi -f- an-f- ai, rrr. o, 

/We floa + fTlx «ia -+- Wj a« - O, ««, -f- aia -+- a^a = O, 



//le /'t, //7 



a 



Si on fait, avec Jaeobi, 



yo~ «u — ^2ia Otf" a, a — flji, 



ce qui donne 
il vient 



yo -h /• -4- ya — O, 5, -f- 5, -h 5, — o, 

^, — ^a — y.^i4 3,$j, 
•^j — ^0 ^"^ yi 5t 4- 0| ^1, 

^» — ^1 = ya \x 4- 5a Ha , 



d'oii Ton tire par elimination 



(yiOa— ya<Ji)$i --Ooa:o4- 0, JT, 4" Sa^a, 

(yad,— yiia)^^-" yo^«4 y,x,4-yaa:,, 
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Les six coeflicienls y, ^ ne diffferent done des six a que par le facleur 
72 ^i — 7i (?2- II s'ensuit qu'ils dcvront aussi verifier Tequation 



' • '- -f- !■ :=z O 



/??o 'W, /W; 

ou bien 



— (yi-t- y») (^1-^*2) H yi3iH y,Oj~o. 



On pent la r^soudre en posant 



y, — ^ , 0, — — 



,_Hm. + iv^i H-m.-h£^i 



oil £ est une quantite arbitraire. En prenant 72 = — i» J| =1, on 
aurait 

^, — Xo ~- 5i -*- - - " ■ ■ :— J 

Xi Xq ~ - c^t -f- 



I -h m, H — Jm 



i'ormules qui coincident avee (Ss), si nous ecrivons 



Vr 



-4- m. 



m. 

a la place de b. 

L'equalion w^aoi -+- /w, a,, -f- Wa^ai = o donne encore 

m a I , ::- /Wj y^ ~~ m^y^, m an- - Wa o, — /Wo 3, , 

ma„~ nj^yi — nhy^^ majj- m^dt— m,6o» 

« 

m elant toujours la somme /Wo-t- /w, n- ^3. On tire de la, en multipliant 
par /Wo^oi* 'w, a,,, mj aj,, et ajoutant, 



, 1 . » nuntxtn^ 

U, — W, a„ -I- W, ai, -h ma rta, =: 



\nu ^ nix nit I 



lMi= mort„-hm,fl,a-4-maflai=^-- - — ( — -^ — -^ ~ 

•^ »" \mo m, m,/ 



/?< 



mom,ma, ^ ^ ., mnhm^. ., 

UiUi— (yiOa— yjOi) ™ («i3«ai — «ii««)'. 

^ ' m ' ' m. 
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12. Nous avons vu que le probleme des n-h i corps peut toujours 
sc reduire a un probleme du mouvement de n corps fictifs a Taide d*une 
substitution orthogonale d'une certaine nature que nous avons repre- 
sentee par la formule symbolique 



n 



S=^ ...,((?,)). 



Les distances r qui entrent dans la function des forces s*expriinent 
alors par les rayons vecteurs p des corps 6ctifs et par les cosinus c,^ 
des angles {ik) compris entre deux rayons vecteurs p,, p^* au moyen 
de la formule fsr) 



;i=[i«rp*-*]' 



dans laquelle il faut, apres developpement du carre, poser (7yiC/ = c/,i 
et fyl = (7aa= I. On a d'ailleurs (a6) 

Pi P* o"i* -= \i \k -f- yj,- t\k 4- Si ?* • 

La fonction des forces U est une fonction homogene du degre — i 
par rapport aux coordonnees et distances. On aura done, en tenant 
compte des formules (26) et (27), 



(60) "+Sp'5^.-=«' 



rfU 
et 



,c- , </U >. rfU </U , rfU 



d\^ rfU S^ lim- -mlk dM 



On trouve encore 
ci, par suite, 

Cette derniere formule donnerait les integrates des aires. L'expressidii 
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apres les avoir multipli^es par a^, |3,, 7/, nous avons 

a, doLi -h (3/ rfp, -f- yidyi= o, 

a, a/A 4- (3/ j3m -4- y,- y^ = cos 6,* , 

oil 6/A ^st rinclinaison de Torbite /} sur le plan du triangle (/s,, jOy^); 
done 



"«' f=-S 



1:= — > cos 0,/i 



rf(/A) 



Prenons maintenant le plan invariable pour celui des xy\ en faisant 
L z=z M =0, N = K, et soient : X, les inclinaisons des plans des aires 
sur le plan invariable; ^i les angles compris entre leurs intersections 
avee ce plan et Taxe des x^ ou ce qu'on appelle les hngitudes des noeuds; 
u, les distances des planctes aux noeuds ascendants; on aura 

y,= cosXi, j3,= sinX/C0Si^„ ai= sinX, sin^,, 

et le principe des aires donnera 

(^) >/cosX,= K, \^/sin>./C0sS^,r^ o, \ yisinX,sin^,= o. 

Les coordonnces rectangulaires §,>?,? auront pour expression 

( ^ = p(cos.^cos'j — sinS^sinucosX), 

(70) ' yj :=p(sin9-cosi' -hcosS-sinu cosX), 

I ^ =:psinLi sinX. 

Le cosinus de Tangle {ih) compris entre deux rayons vecteurs pi, p^ 
est donne par la formule 

/ (jii, =z cos Vi COS vh cos ( 3-, — ^A ) 

(71) \ H- sini;/sinL»A[sinX/sinXA-+- cosX, cos Xa cos (i^i— S^a)] 

( -h(cosy/sinLiACOs>.A— sini;, cosuACosX,)sin(S^,— $a). 



Considerons maintenant le quadrilatere spberique dont les cotes sont 
Vi, Vh, {ih) et 3|— 3a> es angles X/, X^, 6^^ et 5^,-. Si le rayon p,- se de- 
place seul dans son orbite, les inclinaisons et les noeuds restant con- 
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Slants, ainsi que d^, la variation correspondanle de I'arc {ih) sera la 
projection de — dv^ sur le grand cercle de {ih), de sorle que 

d(i'i) . 

—) — — COS0M. 

a Vi 



Par consequent 




dfi y ^U d(ih) 


dvi 


ou bien, puisque T ne renferme pas les u, 




/ , dfi r/H 





13. A la place des trois composantes rectangulaires des vitesses oj, 

j'introduirai maintenant les deux composantes prises, Tune dans la 

direction du rayon, Tautre perpendiculairement au rayon el dans le 

plan de Torbite instantanee/. Soit &o le deplacement angulaire du 

rayon vecteur p pendant le temps dt^ les deux composantes de la vi- 

tesse w seront 

rfp ^^ ^ iu 

On aura d'ailleurs 



dt ^' fdi- 



et en faisant !^-^s=^9 ^^ pourra considerer w et - comme les deux 

composantes de la quantite de mouvement /xo). L'expression des forces 
vives devient a present 

Si on diflerentie lequation prfp = §rf§H->3rfv3 4- ?rf?, on trouve, en 
ayant egard a (61), 

I dm d{] 



ou bien, en remplaoant la vitesse <u par ses deux composantes, 

rfoj I /' dV 

45 



^''^^ dt ~"u. p» • dp 
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Le premier terme de cette expression n'est autre chose que — -r-: par 
suite 

(75) 







dm 
dt 


dll 

dp 


dt ~" 


xs 


dJ ,, , 

— -J—? (1 ou 

dm 








dp 

dt " 


dll 

dfs 



(7<^) 

On voit que les rayons vccteurs el les vitesses radiates multipliees par 
les masses constituent un systeme de variables conjuguees. 
1/equation f ^4) donncrait encore 

(.4) i^^^^p'-T + //.= U + ^A., 

ou bien 



,^Sp'"=Si( 



GT^ -f- T ) -+■ ''•• 



li. II faut maintenant chercher les equations difTerentielles pour 
les inclinaisons X, les distances aux noeuds v et les longitudes des 
noeuds ^. 

Le plan invariable etant celui des xy, nous avons cosX, = 7,, et, par 

(67) et(68), • 



/ sin >., ~ — — --^jf^ -H cos h ^' ~\ ( /'A — cos X. cos OiH ) 



d{] 

d(ili) 



0''» 7iA est le cosinus de I'inclinaison du plan (p^, o^) sur le plan inva- 
riable; done 

yn, z=z cosX, cos9,A-f- sinX/ sin 0m cosw/, 
et 



h 



^dh V • ^u 

Supposons que, dans Tangle tetraedre forme par deux rayons vec- 
leurs et leurs noeuds, I'arete p, se deplace seule en decrivant un cone 
circulaire d'amplitude u/ autour de son noeud; le plan de Torbite 
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tournera d'uii angle rfX/, le rayon vecteur p, decrira Tare sinu.rfX/, 
qui fera avec le plan de [ih) un angle egal a 90**— 9/^, et la dis- 
tance (ih) croilra d'une quanlite egale a la projection de sinu/rfX/ 
sur (/A). Done 

— \i— = sm Vi sin (?M. 



Par consequent 

, , r, dli V ^U d{i/i 

(77) f''^'''^^^'di'-~'Zd{W)-dT^ 



dh V <^U ^(lA) f/U 



La quantite ^dXi represente raccroissement que U prend lorsque 

le plan/ tourne autour de son noeud d'un angle rfX/, les distances aux 
noeuds, les differences desnoeuds et les indinaisons, horinisX/, restant 
constantes. 

Cherchons maintenant les equations differentielles qui deterniinent 
les deux elements v et ^. 

La variation totale de v se compose du deplacement angulaire &v du 
rayon vecteur et de la quantite Ay, dont v s'accroU par suite de la ro- 
tation du plan de I'orbite autour du rayon vecteur. Comme cette rotation 
n'affecte pas la latitude, on trouvera Au en considerant ? comme une 
constante, ou en egalant a zero la variation du produit sinusinX, ce 
qui donne 

(78) langXi Al>,-+- tangLi/rfX/= o. 

L'arc Au, est d'ailleurs la projection de — d^^ sur le grand cercle de u,; 
d'oii il suit que 

( 79 ) A u, -f- cos h dB^i = o, 

et 

(80) ' £/a^/=: tangy, 



sinXi 



Par consequent 



(81) 



rfS/ _ dU 
•'' dt '-^ rfcosX,' 

^ Au, . rfU 

f =cosX, 



dt dcosh 
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SUR LNE TRANSFORMATION 



5u , 



^a vilcsse angulairc ^ etait 

par suite, en ajoutanl e^u a Au, 

,o , dvi dT cosl. d\] 



15. Nous pouvons maintenant reunir en tableau les differents resui- 
tats obtenus dans les n^' 12, 13 et 14. 

Pour les rayons vecteurs p et les vilesses radiales p'=— ? nous 

avons tpouve 

dp dH I 

<// ~ £/p ~ a p* </p 

la force vive etant exprimee par 



-2-;(-f') 



Nous avons ensuile, pour les aires ou vitesses areolaires/, 



k 



dfi dU V rfU 



1 



dt dvi ^ *" d(ili)' 

pour les inelinaisons X, 

dh rfU V . . rfU 



.dh . d\} V • fl ^^ 



pour les distances aux noeuds u, 

rfu, rfT cosX, rfU 



fl^/ ^ fi dcosh^ 

pour les longitudes des noeuds s-, 

^d^i_ rfU 

*'' <// rfcosX,' 
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en meme temps, pour chaque orbite, 

d\j --- ou + Ai;, 

dvdT jT 
dt df ij.p^ * 

Au — — cosXrf.9^, 
rfS^ — langL* -: 



sinX 



Si Ton introduisait, a Texemple de M. Weiler, une fonction pertur- 
ba trice 

(83) R:=U-V^, 

oil les constantes A/, sont encore indeterminces, on aurail 

rfR rfU rfR ^U /.u 



d[ih)~' d(ihy dp" dp p» ' 
par consequent, en vertu de (74 )» 

^ ^^ dn ' a^o' p' fj. do 

Pour assimiler cetle equation a cclle d'une orbite elliptique de denii- 
parametre jo, on poserait/^ = |ui*/iA", ce qui donnerait 

^^^^ dr^y-'p^'^'il'd^' 

Les iois connuesdu niouvement elliptique donnent encore, en desi- 
gnant par a le demi-grahd axe et par c>) la vitesse, 



0)'= 



2/r k 

p a 

II s'ensuit que 

' ' ^ p ^ in 



et le principedes forces vivesdonne, en tenant compte de (83), 



ffu. 



(86) K-f-V^ 



-f //, = o. 
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Le principe dcs aires donne, en meme temps, 

(87) ^aaVM^L, ^pl^V^.^M, ^uys/'i^ = y. 



('{ requation ^72; devient 



dsfp (in 



Enfin, 

\ da _ \_dp 1 dR rfp 

16. Dans le probleme des trois corps, les inlegrales des aires sont 

./l «! -^ fl^-i — - L, 

d'oii il resulteque la normale auplan invariable represenle la direc- 
tion de la resultanle de deux forces/,,/, qui s'exerceraient suivant 
Ics normales aux plans des aires, et que la valeur de cetle resullante 
est K. II s'ensuit aussi que la normale au plan invariable est perpen- 
diculaire a Tintersection des orbites, ou que celles-ci se coupent dans 
Ic plan invariable. On aura done j^, ^=^^\ les deux orbites ont le 
meme noeud, et le principe des aires donne 



(90) 

d'oii Ton tire 



/ sin X, -4- /a sin Xj=:o, 
/Icos)., -f-ZaCos)., ^-K; 



^_ KsinX. ^ _ k«in/., 

cos X — -^'^ -^^ » cos >., = ttV-^' 

i /^ - ^ K'-/J- A' 

L'inclinaison relative des orbites est egale a la difference )., — Xj* «t 
si nous ecrivons a pour cos (i, i)y nous avons 

• 93) (7 — cos \jx cos wj -+-sin i;, sin j, cos{>., — >.,). 
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Les relatioDS (91) nous permettent d'ecrire, a la place de (77) et 
de(8i): 

^V-^r- -J-- = — K cos vi sm Ui -3- > 
sm /, at dd 

(94) { '^HV-ir ~ — J^sin u, cosi;, -p-i 

sin /, a^ d<T 

/./» -^::--Ksini;. sinu,-^- 
L'^quation (72) donnerait encore 

, ^, , dt d\jx d(T 

dt dvj d(T 

Enfin, on tirerait de (74) et de (24) : 

^' dr "■ fx. pj ^ Jp. ' 

(96) / |Ul, --Jl=_'^^--7-, 

d^ 

Entre les derivees partielles de U il existe la relation suivante, deja 
indiquee par M. Weiler : 

Mais les relations (91) monlrent que Ton peutaussi introduire/0/2 
cbmme variables independantes a la place des inclinaisonsX,, X,. On a 
d*abord 

rfcos (X, — Xa) KcosXi cosXi ^cos(Xi — Xj). 

5/; *" // ~ 7; d cos Xl ' 

par suite : 

cosXi rfU _ cos>., rfU rfcosfX, — >.,) _ rfU 

/, dcosX, ~ /, dcos(>w — Xj) £/cosX, rf/I 

Annates scientijiques de I'icole Normale superieure. Tome V. 4^ 
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L'^qualion (8a) devient alors 

rfu_rfT_rfU_rfH 
dt-df df- df' 

Lc probleme dcs trois corps se trouve ainsi ramene a I'integration 
du syst^me canonique de huit equations difterentielles du premier 
ordre que voici : 

n = -L ( rof +^] + — (rs\ +-4) - u. 

*Fi \ p'J 2f*A pJ 



(97) 



dp, 


dYL 


dm. 


dR 


dt- 


~ dm,' 


dt 


dp, 


dp. 


dn 


dmt 


dE 


df 


~ djst 


dt 


dp. 


du, 


dVL 


df. 


dU 


dt 


df.' 


dt ~ 


du, 


dui 


dn 


df 


</H 


dt ' 


"'//.' 


dt 


du. 



Ces equations u'en repr^sentent que sept si nous eliminons^/; on 
peut meme dire qu'elles se reduisent k six a cause de {'integrate des 
forces vives, H = A. Apres I'integration de ce systeme, le temps et la 
longitude du nceud se trouveraient par des quadratures. On a vu, en 
effet, que le noeud a disparu des equations differentielles; on pourra 
le determiner a part a Taide des equations 

d!^ -- langu. -^-^ = langva -T-=r • 

On a d'ailleurs aussi 

d^ _i dV df d^ 

dt '^fdcosl' dt~ du' 
iVoii 



d^ I (/U dd 



^_rfUcio;^ d{f^ f,)_d{]/d(i ^ d<T\ 
1 dt d(T dv^ dt " d(T\dvi du^j 



dt f dd d cos 

Or 

I dd I . . rfcos(X, — Xj) KsinLi, sinut 
J rf^^il. '" J, '•" ■"• *'" "' d cos X~ ^- fTf ' 

d\;, "^ £ "- ''" '•" "^ *") t~" ' -^ C0S(X.- X.)] = Sin(i;, + ;;,) *''rJ/L±/'l', 
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On a encore 

f^-P^^ sinM?.-?.) ^*" '?-•••' 

langu.= /. sin ((73 -g.) sing. ^ 

^ /?4 sing, -t-z^s sings COS ( 5s — g«) 

19. Pour le mouvement des trois corps dans un plan, on aurait 

X = l^=0, /,-f-y;=2K, (l, 2)=ri;,— u,; 

la fonclion H ne renfermerait done que les six variables pi, p,, cr,, zs^f 
(i, 2) et/, ou/2. On aurait 

df^__dfi^ rfH rf(i,2) _rfH JH 

ou bien, en posant/« — /j = ay, 

rf9 _ _ rfH rf(i, 2) _ rfH 

Le nombre des variables independantes se reduirait ainsi a six, et on 
aurait en outre Tintegrale des forces vives 



- K 4- 9 
f^i af^j ^[i-i \ pi / 2|ut3 



^2 \ pi / 



Si Ton designe par Hq ce que devient H lorsqu'on y fait 9 = 0, Teli- 
mination donne 



d( 



dt V v^.p; f^^p.v 4 Vf^.p; f-^pii 



On pent encore de la meme maniere remplacer 9 dans les expressions 

de -^ et de -^? et le problfeme du mouvement de trois corps dans un 

plan se trouve alors reduit k Tintegration des quatre equations simulta- 
nees du premier ordre 

/ ,, dp, dp2 rfcj, drsi d(i, 2) . .. 



370 SUR UNE TRANSFORMATIOrr 

ou bien 

(108 bis) 2T=y W'^H-V ^p'(Q' cosi + «')'-+- Q'K sin'I. 

Si nous prenons pour T Texpression (108), les inlegrales des aires 
peuvent s'ecrire 

(109) da'^^' rfF="^' m^""' 

et 1» troisieme conserve celte forme, si nous remplagons (108) par 
(108 bis). II s'ensuit qu'il est permis d'eliminer Q', F, I par les integrates 
(les aires, dans rapplication de la methode d'Hamilton. Soient/7«, p^^ 
/?3, p^ les deriv6es partielles de T par rapport a p',, p'^, m, , Wg, on aura 

par consequent 

f^i fA, fA.pj fx,p; K 

la quantite Of etant toujours la fonction definie par (106). On voit que 
les variables/7|,/72Sont les conjuguees de p,, p^* ^^Pz^P* celles de !/«, U2. 
La longitude du noeud 12 s'obtient par une quadrature a I'aide de la 
formule (106). 

On pent encore remplacer les variables u^ , 1/2, />a, />♦ par leurs sommes 
et differences 

^h-Pi — pif 2/«rzzp3^-;?< — KcosI, 

W3 n, tt, ~ M, =r (l, 2), n« — W, -+- £/j, 

et les variables /,, /« sont alors les conjuguees de n,, /I4. Cela se de- 
mon tre directement, en substituant dans la formule (108), - n^ d: - n\ a 

la place de m'; on trouve alors que /, et /* sont les derivees partielles 
de T par rapport a n'g et n\. La variable n^ represente Tazimut de la 
bissectrice de Tangle (i, 2). 
M. Brioschi (*) a etabli ces formules d'une manibre differente. 



(*) Comptcs rendus des stances tie rjcad^mie des Sciences^ t. LXVI, p. 710. 
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Pour trouver les variables conjuguees des rayons vecteurs et des azi- 
muts, on n'a qu'a differenlier Texpression (108) en tenant conipte des 

equations de conditionV mp cosu = o,\mp sin m = o; je me dispen- 

serai de developper les calculs. 

La substitution orthogonale indiquee par Tequation (118) est la 
suivante : 



/7l| 
X| — Xi — Xi -H — ^ 

mM 



\ mXf .... 
(120) / Mxi = m,X3~ msX, -f- m\ X,. . . 



X2 



Xi X| "J-j^ ^ \, , . • my 



nix 



et, si nous consid^rons toujours les quantites ^mx ei-^^ comme les 
variables de la transformation, les neuf coefficients sont 



M' M ' M ' •• 

Ceite transformation porte d'ailleurs aussi sur la forme rf/'c^U, qui 
devient > — rf^xc^x, la somme devant s'etendre aux neufcoordon- 
nees relatives x, y, z, et nous avons pour toutes ces coordonnees 

d'x rfU 

dt^ ax 

si danslafonction des forces nous remplaQons les differences a^j — cr^,... 
par les expressions x, — tf \x, 
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ERRATA. 



Page 114, ligne 9, au lieu He triangle Alli, lisez triangle AU. 

Page 117, ligne 23, au lieu de iol[= AA") < AA", lisez 2«(— AA') < A A". 

Page 123, ligne 28, au lieu de R'=Kcos'<p, lisez K' = K cos'v 
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